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Y BonI

Y TpeHyTKy KaJa je IPEeBHU YOBEK yCMepPHO IOrjen Ka HeOy M Oma3uo NPAaBUIHOCT Y
KpeTamy HeOeCKUX Tesa, HACTAJA je jeqHa Ol HajCcTapUjuX HayKa - acmporomuja. Bpe-
MEeHOM cracaBa (M OICTaje) maeja O KOCMOCY, HEroBOj OECKOHAUHOCTH, a Ca HOM U
BepoBame Ja je CBeT caspwerno ypehen. OBaKBy IpencraBy cBeMupa HOTBpDyje u mosHa-
Ta AHTUYKA CJIUKa IO KOjO] 3Be3le U IJIAHETE JIeKE Ha KPUCTAJIHUM cpepaMa, a CBAKO

BUXOBO IOMEPAake MIPOU3BOAU HEUYJHY MY3UKY KOja YIOTIYHYje XapMOHHjY BaCUOHE.

Mebyrtum, acTpoHOMCEKa mOCMaTpama HapyIlaBaja Cy OBy UIWINYHY CIUKY jacHO
yka3yjyhu Ha cucTeMaTcka OACTYIAMma O CABPIIEHO KPY:kHuUX opouTta. [louwerrom XV I
BeKa HeMauyku acTpoHOoM JoxanH Kemnep oBo 'HeoOwuHO moHamame (GOPMyNUIle y TPU
jemHOCTaBHA 3aKOHA, IO KOjUMA Cy IIyTalbe IIAHETA eAUNMUYHE, 8 He NUKINIHE U elu-
OUKJINYHE KAKO CE PAHUje BEPOBAJO. AHAIUTUYKY U (U3NUKY WHTEPIPETANN]Y OBAKBUX
nyrama mao je VMcax HbyTH HekonmMKO memneHuja KacHUje Y CBOM MPOCIABHEHOM HETY
Philosophise Naturalis Principia Mathematica. HbyTa je morazao ma miamere, Ka0 1 OCTaJIA
Hebecka Tesna He 'npske’ HUKAKBe KPpUCTAJIHE cepe, BeN ynueepsaasnu 3ax0Hu 2pasumayije
U3 KOjUX Ce JIaKO M3BOJE eJUITUYHe IyTame miaHera. Mmak, myrama Mecena, xoju je
U3J0:KeH rpaBuranumonoM yrtunajy u CyHma u 3emibe Ouiia je NPUMETHO Apyrauuja Of
Kenmnepose, a EbyTHOBe jemnaumbe cy 3a OBy BPCTY KpeTama UMaJie IPUINYHO 3aMPIIEH
00K KOju HUje BOoamO no pemema. OBaj mpobieM, MO3HATUJU KAO NPodAeM MPU MEAG
npencraBiba y crBapu ynpomhen momesn CyHUEBOr CUCTEMa, T€ O HEMOBOM 3HAUAjY 3a
aCTPOHOMMU]Y HUje MOTPeOHO MHOTO ToBopuTu. PemaBameM mpobisema Tpu Tena O6aBuIm
cy ce mHOrZ MaTtematudapu, Mehy kojuma he ce nahu u Ojnep, Jlarpamx, Jlammac, [ayc,

TMoenkape... Aau muUxoBa Cy pemema Ouiia WiIn TPUOIMKHA UIU CY CE€ OMHOCUIA CAMO
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Ha HeKe cIelnujaJHe ciydajeBe. Yak u mamac, kana cy 300r HyMEPUYKUX U COPTBEPCKUX
ajlaTa padyHCKe MOryhHocTH najieko Behe, KOMIUIETHO pelneme npobieMa TPpU Tesa oIl
yBek He moctoju. Asu 6e3 063upa HA Ty UMHEHUILY, C IIYHUM OpaBOM MO:keMo pehu
Ia je oBa moTpara oI TPU ¥ IO BeKa YIPTAJa Pa3BOjHU IyT jedHE HOBE MATEMATUYKE

IUCIIUILIVHE - meopuje nopemehaja.

OcHoBHE TmojaMm Teopuje mopemehaja cy TaKO3BAHU K8A3U-UHMEZPAOUAHU TAMUNATNOHU-
jancku cucmemu, TO JeCT CUCTEMHU KOjU C€ HE3HATHO PAa3JIMKY]y oI MHTerpadbuimHux. Mako
Cy OICTyNama O MHTErPaOUIHUX AIIPOKCUMAIja MaJia, BUX0BA IUHAMUKA j€ U3y3€THO
clokeHa. Y HOBUje BpeMe 3HauajaH AONPUHOC PellaBamhy KBA3U-UHTErPAOUIHUX CUCTEMA
nase cy ase teopeme: KAM reopema m teopema Hexopomesa. Csaka Ha CBOj HAUWH,
y3 onpebene yciioBe, naje oneHy cTabUIHOCTH CHCTEMa Kojer mocMmaTrpamo. llpumenom
oBux mnBajy Teopema Ha CyHueB cucreM, TpuUbIMKUIM OMCMO Ce OArOBOPY HA CTAPO
IUTame O HeroBoj crabumnoctu. MeDyTum, Behi Ha mpBOM KOpakKy, KOju moapa3yMeBa
POBEPY yCJIOBA TEOPEME Yy jeIHOM CJIOKEHOM IUHAMUUYKOM cucteMy kKao mTo je CyHues,
Haunas3uMmo Ha npobiem. CTora, Kao HEKYy BPCTY IPEIA3HOr PENIeHha KOPUCTUMO Pa3He
MOOene NPOCMOPE HA KOjUMa Ce yCJOBM TeOpeMe JIaKO IIPOBepaBajy, U Koju 360r cBoje
peJIaTUBHO jeIHOCTaBHE (opMe M03BOJLaBajy IMMPOK OICEr HYMEPUUKUX eKCIepUMeHaTa.
Jeman onm TakBMX MOmesa, KOjU (UIYPUIIE y BULY YETBOPOAUMEH3UOHE CUMIIJIEKTUYKE

Malle, ICIIUTAH je U Yy OBOM pamy.

Kounenr Tese je cmemehm: Y npBoj riaBu mar je mpersgen OCHOBHUX IIOjMOBa U
NepUHUIMja XaMUJITOHMjAHCKOD CHCTEMa, NPU YeMy Cy HHTErpAOMIHM CHCTEMU Hajle-
TaJ/pHUj€ ONUCAHU U UIYCTPOBAHU Ca [Ba NPUMEDPA PEAJHOT KpeTama. KBasu-uHTErpa-
OmHM cucTeMu, IpobJiieMU Y EBUXOBOM PEIIaBalkhy W JIBE OCHOBHE TEOPEME XAMUJITOHU-
jaucke muaamuke, KAM teopema (morsmasme 2.1) m Teopema Hexopomesa (moraasibe
2.2), ommcaHu Cy y APYroj riasu. 3a npuMeHy HexopomesibeBe TeopeMe mMOTPEGHO je
Ia MHTerpabuiHa alpoKCcUManuja cucTeMa Oyne Henereneprcata ¢yHknuja. Hexopomes
je moKa3ao Ja oBaj YCJIOB 3aJ0BOJbABAjJY TaKO3BaHE cmpme Pynrkyuje duja je nepuHUnmja
mnara y moriaaBimpy 2.2.1. Ilokaszao je Takobe ma KOHBEKCHE, KBa3U-KOHBEKCHE W 3-CTPYja
¢ yHKIMje, 3HATHO je JHOCTABHUje Y (OPMYyJIannju, 3aI0B0ObaBajy ycioB crpmoctu. [lopen
onmca IQUHAMUKE KOjy IpenBubajy oBe nBe TeopeMe nare y HOTJIaBmy 2.2.2, moceOHA Ia-

*ba nocsehiena je penomeny taxkosBane Aproadose Judysuje KOjy OMUCYjeMO y HOLIABILY
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2.3. CTpykTypy mpocropa u ApPHOJIOBY MPEKY HyMEPUUKU JETEKTYjeMO IoMONy Tako-
3BaHOr Op3or mummkaropa JbamyHoBa kKoju je nmedunmcan y norsasiy 2.4. Ilpse ase
riaaBe, DaKJe Najy OMUC TEPMUHOJIOTHje, QUHAMUKE KO]y OYEKYjeMO y CRIALY Ca TEOPU-
jOM M HyMEpUYKHUX MeTona Koje ce y aucepranuju kopucrte. Y tpehoj riaaBu nepurHucax
je MomeJs YeTBOPOJIVMEH3UOHE CUMIIIEKTUYKE Malle KOjy WUCIUTYjeMO U AHAJIUTUYKUM U
HyMEPHUYKMM MeToxaMa ca Iu/beM Ja ce norBpae HexopomeBi/beBa ouekuBama O yTH-
Iajy CTPMOCTU Ha cTabmiusanujy cucreMa. VIHTEH3UTET CTPMOCTH Ce Ha OBOM MOy
JaK0 momemasa BapujanujoMm oxpebenor mapamerpa (m). 3a meT pasnIUUUTHAX BPETHO-
CTU mapaMerpa CTPMOCTH 1 MEDPeHa je MpoMeHa koeduimjenata audysuje (y mOraaBiby
3.5) y omnocy Ha mapamerap nmopemehaja £. PesyaraTu oBOr ekcmepuMeHTa DaTu Cy y
noraaBmpy 3.6. Y ApPYyromM eKCIepuMeHTy, Ha CHUCTEM MPOMEHJLUBUX j€ TMPUMEHeHa OIpe-
Dena kaHoHCka TpaHchopManuja (Yuju je CMUCAO ONKMCAH y MOTVaBmy 3.7.2) a 3aTuM
je 3a ¢urcupany BpenHoct nopemehiaja € Mepena mudysuja Kao (QyHKOUja IapaMeTpa
crpmoctu m. Pe3yiararu OBOTI eKCIEpPHMEHTa M3JIOKEHU Cy y HOTIABBY 3.7. 3aKibydIu
U3BENEHU U3 NOOUMjEeHUX Pe3yJTaTa OINUCAHU CYy Yy IOCJIEeNH-eM IOIJIaBILY.

W3 mepcnerrrBe maHallme HAYKe, UAEjY O CTaOUIHOM U caBpireHo ypebheHoMm rocmo-
Cy 3aMeHMJIa je CIMKa jeIHOr XaOTWUYHOI CBEeTa, Yy KOjeM Cce CKOpO HumTta He kpehe 1o
CaBPIIEHOM KPYTY, CABPIIEHO] €JIUICU, HUTHU je OUIIO KOja My Tamha CaBPIIEHO MePUOANYIHA.
Wnak, moskma 6u Hac ycrnemua npuMera HexopomesiseBe Teopeme na Cynues cucrteMm 6ap
MaJio IPUOIKNIA OHOj CTAPO] CIWIN O XapPMOHUjU CBETAa, MM TA4YHUje, 1erOBOj KBA3U-
XapMOHUjU.

Harama Tomoposuh

Beorpan, 2012.



sKenena 6ux ma ce 3axBasum ap Macumunujany ['yiy ca Yuusepsurera y [lamoBu
KOjU MU je MPEIIIOKAO MOAEI YeTBOPOINMEH3NOHE CTPME CUMILJIEKTUUKE Malle U Cyrepu-
cao ma ce npobiem crpmoctu HyMepuuku ucnuta. p Emaenwn Jleru u np Kaoxy Ppemr-
asey ca Omncepparopuje y Humu 3axBamyjeMm ce Ha TexHuukoj momohu. 3axBaibyjeMm ce
np Panery lMasnosuhy (komentopy), np 3opany Kuexesuhy u qp Murey Kysmanockom
Ha Ta/K/bUBOM UNTABY W KOPUCHUM KOMEHTAPUMA BE3aHUM 3a TEKCT Te3e, kKao u PpaH-
IIyCKOM KyJATypHOM meHTpy y DBeorpamy koju Mu je omoryhmo crymaujcku OGopaBak Ha
Omucepsaropuju y Humu. WcerpaskuBauku pajn M3JI0KEH y Te3W MOAP:KAH je O CTpaHe
MusaucrapcrBa npocBere u Hayke penybiauke Cpbuje y okBupy npojexra 176011. Cso-

joj mopomumu caM 3axXBaJHA HA TOIIOj IIOIPIIIN.



XAMMNJITOHNJAHCKN CUCTEMMU

1.1 Ilojam m ocHOBHe neduHUITA]jE

XaMUITOHIJAHCKN CHUCTEM Ce€ NEe(PUHUIIE CHCTEMOM IU(PEPEHIUjaTHUX jeTHAaUYNHa IPBOT

pena
OH . oOH

- ) qi =
9q; " Opi

rae je H(p,q) xaMuaTOHWjaHCKa GyHKMMja AeduHUCAHA Ha OTBOpeHoM cKymy D C RZ7

(1.1)

pi =

i =1,..,n, 3a mekn npuponan 6poj n € N. 3a jemmaumne (1.1) ramkemo ma cy ramua-
monujancke jeonavwure. IIpomensuse ¢(qi, ..., q,) C R™ cy remepanuzosane xoopouname, a
p(p1,-.-yPn) € R™ ogrosapajyhu momenmu. 3a omrosapajyhie mapose IpOMEHBUBUX P; U
¢; KaKeMO na Cy yaajammo koMjyeosane . lIpocTop y kKojeMm cy jennauwmHe neduHUCAHE je
[VMeH3Mje 2n U Ha3uBa ce @asnu npocmop, a IpuponaH 6poj n je 6poj cmenenu caobode.
Caku ckyn x = (p, q) koju 3amoBosbaBa jenHaunse (1.1) je kanonuwku.

Arko ca Xy 03HAUMMO XaMUJITOHUjAHCKO BEKTOPCKO IOJbe XaMmuwiToHujaHa H: Xpg =

(OH oOH

-5, a_p)7 rana jemmaumne (1.1) mory na ce 3amumy un y ckpahieHoM OGIUKY:

Jlako ce mposepesa na je Besa maMmeby Xammnrommjana H u Bekropckor noma Xp(z)
obnuka:
OH

OXyg = — 1.
H ox (1.3)



rzae je () Giok-mMaTpuna quMeHsuje 2n X 2n nepuHUCAHA Ca:

Q- 0o -1,
I, 0
7 38 KOJy BaxKU QO 1=07 = —Q, ok je I, n-quMeH3MOHA MaTPUNA UACHTUYKOT IPECINKA-

Bama. Marpuna () Ha3WBa ce MaTPULA CUMNAEKMUYKO2 UOeHMUMeMa. TpanchopMaIm]ja
Y jenHOM M30JI0BAHOM MEXAHUYKOM CHCTEMY XAaMUJITOHIjaH OOMYHO IPEACTABIbA YKYII-
HY EHEpTUjy CUCTeMa, TO jeCcT 30Up KUHETUYKE U TMOTEHIMjaJHE eHepruje. Y KOJIUKO
XaMUJITOHUjaHCKA (YHKIM]ja He 3aBucy ox BpeMmeHa 0H /0t = 0, XaMUITOHUJAHCKY CUCTEM
je aymonoman. Y cyupotHoM, Tj. axo je H = H(p,q,t), cucrem je HeaymoHoMaH.
Xamuamonujarcru mox P nepunMmEMO KAO BpEMEHCKY €BOJIYIUjy KOODIMHATA U MO-
MeHaTa. XaMUITOHUJAHCKA TOK TPAHCHOPMUIIE IIOYETHE KOOpAUHATE U MoMeHTe (Do, o)
HEKOT XaMWJITOHMjaHCKOr cuctema H 3a Bpeme t y koopmunate (pt,q:) Tj. P4 (po,qo) =
(pt,qt), mox XammaToHujan cam mo cebu ocraje mempomemer: H (P4 (po,qo)) = Heonst-
I pyrum peunma, XaMUJITOHUjaH Y MIOYETHOM TPEHYTKY jenHaK je XaMUITOHUjaHY y OUI0
koM apyrom tpenyTtky H(po,qo) = H(pt,q:), 1 oBa penamuja ce ONHOCU HA CBE MOYETHE
ycaose (po,qo) n3 momeHa D m CBAKM BPEMEHCKM MHTepBaJ t Takas ma (p:,q:) € D. C
063upoM ga XaMUITOHUjAH OArOBapa YKYIHOj €HEePTrUju CUCTEMA, KOHCTAHTHOCT XaMUJII-
TOHMjaHA je 3aIpaBO IOCIeUIa 3aKOHA O OUYyBamy €Hepruje.
XaMUITOHU]AHCKY TOK 4yBa 3anpeMuny. CBaKy MHUNMU]AJHU HOTIPOCTOP AUMEH3Uje
m rae je m < n He MOXKe Ia KoJjabupa y NPOCTOp Yrja je AUMEH3Mja Mama Ol M, HUTU
[a ce mpoumpu y OWI0 KOjU APYyrW HOTHPOCTOp uwuja je mumensuja sehia om m (Jlu-
yBuioBa Teopema). Takobe, BaskHA KApAKTEPUCTHMKA XAMUJITOHWjAHCKOT TOKA jecTe ma
YyBa CUMIJIEKTUYKY CTPYKTYPY KOODIAMHATA; 3a CBAKW TPEHYTAaK { BaKWU Aa CY OArO-
Bapajyhie koopmunare (p;,q;) y3ajaMHO KAHOHCKM KOHjyroBaHe Tj. Basku pemnanuja (1.1).
PE3VME XaMUJITOHUjAHCKM TOK UyBa YKyIHY €HEPIUjy CHCTEMA, 3alPEMUHY U CUM-

IJIEKTUYKY CTPYKTYPY KOODIUHATA.

1.1.1 Kanoucke TpaHchopMaIuje

IMpumerumo na je nedpuaunuja (1.1) Bezana 3a onpeben cuctem KOOpIUHATA, UAKO XAMUJI-

TOHMjaHCKA (OpMa y M3BECHOM CMUCIY MMa ommTrjn kapaxkrep. Crora ce yBoaum Kiaaca
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TpaHchopManmja, TakBa Oa KOOpAMHATE 3aAPXKaBajy CBOjy KAHOHCKY (OPMY HE3aBUCHO
Ol cuCTeMa y KOjeM Cy neduHHCaHe. 3a TakBe TpaHCHOpMaNUje KaKeMO Ja CY KaHOHCKe.

JEenHUINIA. Tpancdopmayuja xoopdunama w : (p,q) — (v',q’) je xamoncra axo cy
mpancopmucare xoopdurname (p',q') xanoncku xonjyeosane y 00nHoCy 1a MPAHCPHOPMUCAHY
Xamuamonujan H'. Mamemamuuru, axo je w(p,q) = (p',q") nexa xanoncka mpanchopma-

uuja, mada je

g o' . OH'
P =- y 4@ =
aq’ op’
20e je
H' =w(H).
Axo ca J;; o3nHaunMo JarobujaH KaHOHCKOT IpPeCIMKaBama w Tj. J;; = %, Tana
J
Ba)KU j€THAKOCT
JTQT = Q. (1.4)

Matpune J cy cumnaexmuvke mampuye Koje 3ajemHO GOpPMUPAjy I'PYIY, T3B. CUM-
naekmuury epyny. CBaKM XaMUITOHUjAHCKUA CUCTEM IPUPOIHO UMa CUMNAEKMUYKY CTPYK-
Typy, T€ CTOra 3a KAHOHWYKE KOoOpmuHaTe (p,q) jOm KamKeMO W Ia Cy CUMNAEKINUYKE.
JleTa/bHUjU ONUC CUMILTEKTUYKE IPUPOJIE XaMUITOHUjAHCKOT cucTeMa nart je y [26], [25]

v [3].

KpurepujymMu 3a omeHy KaHOHMYHOCTM TPaHCHoOpMAaImja

Ila GucMO TPUMEHUIN HEKY TPAHC(HOPMANN]y HA AT CUCTEM IPOMEHJBUBUX, TOTPEOHO je
& HAjUpe YTBPAMMO Ma Ju je OHa KaHOoHCKa. Pemamuja (1.4) Ha mpuMmep, yjemHO CIy:KU U
K0 KPUTEPUjyM 3a YTBPpDHUBaMme KAHOHUUHOCTU MpeciukaBama. Hajuermhu kpurepujym
3a yTBphuBame KAHOHUYHOCTU HEeke Tpauchopmaruje cy [Hoaconose zazpade.
JEeVHUIMIA: Axo cy f,g: D C R*™ — R™ dse dufepenyujabuane gynryuje, Iloaconosa

sazpada {f,g} ce degunuwe xao:

N~ [9f 99 Of 9y
{f,g}—; [3%‘ opi  Opidq; ] (1.5)
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Tparchopmarmja w : (P1, ooy Dy @1y ooy qn) —> D4y oy Doy @1y -0y @) j€ KAHOKCKQ KO 1 CAMO

axo ce IloaconoBe 3arpane uyBajy TpaHC(HOPMAIUjOM W, Tj. AKO BAKU:

rme je 0;; =1 kama je i = j, a3ai# j §;; =0. Kao oneHa KaHOHUYHOCTU HEKE TPAHC-
¢opmanuje takobhe ce xopucre JlujeBe m ommre reHepaTuBHE (YHKIMje yV 4Yuje merasbe

mehemo ynasutu y osoMm pany (mornemartu [50], [3] wnu nornasme 2.5 y [32]).

IlorpebHO je HarmacuTu fOa KaHOHCKE TPaHCHOpMAIMje HEe yBOJE HOBY IUHAMUKY Y
cucreMm, Beh camo pedopmyinuiny nocrojelly 1 BUXOB OCHOBHU CMUCAO j€ IOjeTHOCTABJI-

jeme aHAJIUTUYKUX M3pa3a KOjU BOIE IO pelleHma CUCTEMA.

1.2 HWurerpabuiHu cucTeMu

Yronuko jemnauune cucteMa (1.1) mMajy aHAIUTAYKA pEmIEmA, Tj. AKO je KPeTame M03-
HATO Y CBAKOM TPEHYTKY y BpEMEHY, 3a CHUCTEM KakeMO na je uwmezpabuaan. VIHTY-
UTUBHO ce HaMmehe 3ak/pydar na OO PEIIEHa OBUX jeTHAUMHA MOJIA3UMO WHTETPAJhEHEM
jemHaUMHA KpeTama HEKOM O] MO3HATUX MeTonda, T3B. keadpamypama. VicmocraBuio ce
MmebhyTuM, ma oBaj HAUWMH HUje YBEK YCIENIaH, jep MOCTOju MaJu OPOj cucreMa Koju Cy
pEIuBU OBUM IIyTEM, TE€ j€ BPJIO TENIKO OLECHUTH Oa JIU j€ HEKUM CUCTEM WHTerpabuiian
niu Huje. AKOo Ha mpuMep 3a AT CUCTEM HEMa AHAJUTUYKOD PEMNIeHha, MOCTABILA CEe
IUTalke O3 JU OHO 3aKCTa He IMOCTOjU WK CaMO HEe PAacCIOoarkKeMO TeXHUKaMa & [0 TOT
pememna nobemo. Mako je oBO nmurame jomr yBeK OTBOPEHO, NUJIEMY IOHEKJE Da3peliaBa
Apuonn-JluysumoBa Teopema, MO KOjOj MHTErpabMJIHU cucTeMu uMmajy oapebena cso-
jcTBa Ha OCHOBY KOjUX Ce€ 3HATHO PA3JUKY]y OX HewmHTerpabumianux. ¥ Bemhemo Hajupe
cnenehe nedpunmnuje:

JESUHULUIA 3a dse gynryuje f u g kancemo 0a cy y mehycobrnoj uneoryyuju axo eaxicu

da je Hoaconosa sazpada { f, g} udenmuuru jeonaxa nyau: {f,g} = 0.

JESVHULINIA Pynryuja [ je npeu unmezpas ramusmonujanckoz cucmema H axo u camo
axo je Iloaconosa saepada {H, f} udenmuuru jednarxa nyau: {H, f} = 0. 3a npeu unmezpan

jow KaHwcemo u 0a je KOHCMarRmMma Kpemamna uau uRmezpan Kpemarna.
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1.2.1 Apsoan-JluyBusoBa Teopema. JlejcTBo-yrao mpoMeHJbUBE

JluyBua je mokaszao ma MHTErpAOUIHU CHCTEMU Ca N CTEIEeHW CJI000ae MMajy 1 HEe3aBUC-
HUX KOHCTAHTU KPEeTama, OMHOCHO n mHTerpaja y Mebhycobuoj muBonyuuju. Kacuuje je
ApHounx yBeo mocebHy KIaCy CHMILIEKTUUKUX KOOPAWHATA KOje cy mpuiarohene oBakBoM
OPUCTYIy WHTETPAOUIHUM CUCTEMUMA. 1e€pPMUHOJOTHWja M O3HAKe Be3aHe 3a ciemehy
neduHUIM]y npey3ere cy u3 [5].

Apuosnn-JIuyBuisgoBa reopema: Hexa je D omeopen nodcxyn ckyna R™, npemnocmasumo

0a nocmoju n Pynruuja Fi, ..., F, : D — R maxeux da je {F;, F;} =0, Vi,j = 1,...,n npu

wemy je Iy = H xao u da cy Fi, ..., F,, auneapro weszasucHe, mo jecm da je
OF;
det ( > #0
Opr
NG CKRYNY
Ne={(p,q) €D: Fi(p,q) =ci}, c=(c1,..,cn) €ER, (1.7)

20e cy N, Komnaxmue u nosezane n-oumenzuone mrozocmpyxocmu ckyna D. Tada:
i) je mmozocmpyxocm N, dudeomopdra n-oumensuorom mopycy T = R"™ /Z";

i) nocmoju kanowcka mpancpopmayuja w(p,q) — (I,¢) dedunucana y oxoaunu MmHozo-
empyxocmu N, maxea da cy npomennuee I xoncmarnmme na mopycy T™ u da je mparc-

popmucanu Xamusmorujan ne3asucar 00 Y2a08HUT NPOMEHDUBUT P

Cumniiektuyke koopaunate (I, @) KOHCTPYyUCAHE 38 KiIacCy UHTErPAOUIHUX CUCTEMA IO
Apuonn-JIuyBrioBoj TeopeMu HA3UBAjy c€ 0ejcmeo-y2a0 UM aKYUja-y2G0 TPOMEHIBUBE.
ITo oBOj Teopemu, kperame y UHTErpabUIHOM crcTeMy (IOCJe HpUMEHe jelHe WM BUILIe
KaHOHCKMX TPaHC(GOpPMANUja) ONBUja Ce Ha MOBPIIMHU N- IMMEH3MOHOT TOPYCa KOHCTAHT-
HOM YTJIOBHOM OP3MHOM, IIPU YEMY I€jCTBa OCTajy KOHCTAHTHA, HITO Ce JAKO IIOKa3yje u3
jenHaunHAa Kperama. AKO y3MeMO y 003Up UMICHUIY Oa TPAHCHOPMUCAHN XAMUITOHM-

jam h(I) 3aBucu camo on mejcrasa, mmahemo na je:

oh _, . _0Oh
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Cuura 1.1: Uaycrpamuja auckame CTPyKType (pa3HOr IPOCTOPA y CHCTEMY Ca ABa CTEIEHA CJIO-
G6ome. Cpaku mouerHm ycioB (CKynm zejcrasa) rexepuine jeman Topyc. Topycm cy mebhycobuo

VIOMCAHU jefaH Y OPYTU; HE CEKy Ce, HUTU Ce IPEKJIAIajy.

W3 npBe jenHaumHe jacHO cllequ na Cy NejCcTBa KOHCTAHTHA, & M3 Apyre Oa cy (peKBeH-
nuje w KOHCTaHTHe BenunuuHe (jep 3aBuce camo on mejcraBa). CBakM CKYyI MOYETHUX
ycaosa (I,p) nedpunume jeman topyc. PasHu mpocrop je MCHyHEH TOpyCcuMa KOjU Cy
YINCAHU jefaH y OPYTU U KOju ce MehycoOHO He CeKy HHUTH Ce MpeKjanajy. 3a OBaKas
CUCTEM KaKeMO Ia je€ pacaojer Ha uneapujarnmme mopyce. VlaycTpamnuja OBAKBOT IPOC-
Topa ca JBa cremeHa cioboxe (n = 2) npukasasa je Ha cauuy 1.1. IIpewynunnum masnor u
BEJIMKOI KPyra KOju Ae(UHUIIY CBaKU TOPYC 3aIPaBO Cy [OBa KOHCTAaHTHA nejcTBa. Kpe-
Tame KOje ce ONBMja Ha NOBPIIMHM TOpyca Ha3uBa ce mpancaauuja. Tpajekropuja je
XeJIMKOUAHA KPUBA KOja Ce HaMOTaBa Ha TOPYC IO OTBOPEHO] MU 3aTBOPEHO] KPUBO] Yy

3aBUCHOCTH OJ] PEIICHa, jeIHAYUNHE
kiw, + ...+ kpw, =0, k= (kl,...,kn) c7Z". (19)

Ykouuko jemnaunna (1.9) uma jeduncmeeno ayna pememe k = (0, ...,0) Tj. cBe ppexsen-
nuje cy mebhycoOHO TuHEpPaAHO HE3aBUCHE, KpeTame je Hepezonanmmo. Tpajexropuja je
OTBOpEHa KPWBa KOja 2ycmo IpPEeKpUBa Iejy IHOBPUIMHY TOPYyCa, IITO OM 3HAYMIIO Oa 3a
CBaKy TA4dKy TOPYyCa BayKU na Ne TpajeKropuja npe Win KACHUje TPONU KPO3 HEKY HeHy
orkosmay. OBaKBO KpeTame Ce jOIl HAa3UBa U K8a3u-nepuoduwno kpertame. Taxobe, y
CIy4Yajy HEPE30HAHTHOI KPeTama, TPajeKTOpUja HUKAA HE MPOJa3U OBa IyTa KPO3 UCTY
Ta4yky, jep Ou y TOM ciaydajy KpeTame Ouio nmepuoauvHo. Vmycrapuuja Hepe3OHAHTHOT

KpeTama NPUKa3aHa je Ha cuamnua 1.2.
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Cuura 1.2: Wnycrpamuja HEPE30HAHTHOT Kpe-
Tama Ha TOpycy. Kperame je KBa3u-IePUOANYHO

U TpajeKkropuja rycTo mOKpuBa Topyc. Peso-

HaHTHA jenHaunHa k-w = 0 UMa je IMHCTBEHO HYyJIa

pememe.

Cuura 1.3: Ilprka3 pe3oHaHTHOr Kperama Ha

TopycCy, rae jemHaunaa k-w = 0 nma n—1 "Heryma

11eJIO0POJHO pelleme.

Y cayuajy ranma moctoju n — 1 HeHymna 1eno6pojHO pemene jenHaunte (1.9) obauka
k', .. k"l e je k' = (ki,...,k,) € Z", ¥puBa je 3aTBOpEHa W KpeTame Ha TOPYyCy je
NOMNYHO PE3oRANMHO U nepuoduyko. Vlmycrpanuja oBOr KpeTama OPUKA3aHA je Ha CIIUNN

1.3.

IMoctoje n mebycayuajeu krama Ha npumep jemumauumna (1.9) mma m pasnauunTmx
Hemyna pemema k', ..., k™ mpu uemy je m < n — 1. Tama mpojexnuja KpeTama Ha OArO-
Bapajyhu moTupocTop OUMEH3Uje 1 — 1M UMa CBOjCTBA HEPE30HAHTHOI KPETama, JOK IPO-
jexnuja Ha IPeoCcTaayd IOTIPOCTOD AWMEH3Wje M MMa CBOjCTBA PE30HAHTHOI KPETama.
Bpoj nenobpojuux HeHyna pemema jennaunne (1.9) Ha3MBa ce suwecmpykocm pesonanye,

=|k!| + ...+ |ki|, ne¢uuume ce xao ped peso-

a BeJUYMHA Minj <<, |k’| npu vemy je |k

Hamrye.
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1.2.2 TIlpumepu MHTErpaOMJIIHUX CHICTEMA

Kinaca maTerpabunaux cucrema je yIpPKOC CBOjOj jeJHOCTABHO] He(UHUNN]U, BEOMa pe-
crpukTuBHa. HajjemHocTaBHUjM TpUMEPU WHTETPAOUIHUX CUCTEMA CY GYMOHOMMU CUC-
memu Koju umajy jedan cmenen caobode. Takas cucrem umahe jenHy KOHCTAHTY KpeTama
— YKYIHY €Heprujy, Koja oAarosapa XaMUJITOHUjaHY CUCTEMa, T€ je Ha OCHOBY ApPHOII-
JImyBusoBe Teopeme oBakaB cucTeMm mHTerpabuman. Ilopexn oBor mpumepa, HaBemhemMo
IpUMep KJIATHA KOjU IPEACTaB/ba OCHOBHU MOJEJ MHTEIDAOMIHOT KpeTama, Kao U CBO-
jEBPCHY TapaIurMy PE30HAHTHOI MHTErPAOMIIHOT KpeTama. 3aTUM NeMO HABECTU IPU-
Mep KemnnepoBor kperama umju 3Ha4Yaj y aCTPOHOMUjU He Tpeba mocebGHO o0jammaBaTn.
OHO mITO je 3aHUMJILUBO j€ a KEIJIEPOBCKO KPeTame IPENCTAB/bA jeIUHNA IIPUMED KPeTarmha
Yy aCTpOHOMUJU UMje Cy jeaHauyuWHe y MOTIYHOCTU PeIleHe, NOK 3a CBAKU APYTU IPUMED
KpeTama y AMHAMUYKO] aCTPOHOMUJU IMIOCTOj€ CaMO IPUOIIKHA PENICHha WU PEICHa
KOja BasKe caMoO y CIEIUjaJIHUM CJIydYajeBUMa, Kao MTO Cy Ha npuMmep JlarpamkeBe Tauke

npobiaema Tpu Teia.

Kaarao

XaMUITOHMjaHCKa (YHKIVja KJIATHA je
2
H(p,q) = % — w?cosq.

da3Hy mOpTpeT KIATHA NpPUKAa3aH je Ha caunu 1.4. Y uentpy ciauke y tauku (m,0)
HAJIA3U Ce cmabuana eaunmuyna mauke. Ha msumama, y taukama (0,0) u (0,27) cy nse
necmadbuane Tunepbosuyre mauke. AKO U3y3MEMO OBE TPU TAUKE CUCTEM j€ MONEJLEH Cend-
pampucom Ha TPU AUHAMUYKU pasnumdute obsactu. CemapaTpuca je Ha CINIM O3HAUYEHA
moneb/paHoOM JUHUjOM v OOJIUKY Oka. VI3HAm m MCIom cemapaTuce KIaTHO UMa 3aTBOPEHO
KPY’KHO KpeTame TAKBO Ja ce yrao ¢ Mema Ha unrepsadiy [0, 27]. Kpyskue obnactu ucnon
U M3HAJ UBUIE CEIapaTUCe Ce PA3JINKYjy CaMO y CMepy KpeTama KiIaTHa Tj. ¢ > 0 usnam,
a ¢ < 0 ucnon cenaparpuce. M3meDy nBe rpane cemapaTrpuce HaJIa3U Ce OCYUUAAMOPHA
UAU AUOPAUUOHA 004GCM TAE KIATHO OCHUIYje OKO CTAOMIIHE EIUITUYHE TAUKe.

AvnuuTyna ocruianuje HajMama je y cTabuiIHO] TAUKM Tj. jeTHAKa je Hyau, a Ha-

jBeha je Ha camoj cempaTaTpucu rie je Iepuoa ociuianuje 6eCKOHadYaH, Te CTOTa cemapa-
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Cnuka 1.4: ®asuum noprper Mozena kiaarHa. Cemaparpuca (o3HadeHa NOLeGILAHOM JIMHIJOM) HEIIN
IpOCTOP HA TPU AVHAMUYKA PA3IUIUTe 00JaCTU: M3BAH CEIApPATPUCE KIATHO MMa KPYyKO KpeTambe,
IOk yHyTap cemaparpuce ocuuiyje. Cmep kperama kiarHa n3Hazg npase p = 0 cympoTaH je cMepy

ncmomon oBe mpasBe.

TpuUCa IPeICcTaBiba CBOjeBpcHU cuHryaapuTeT. C 063UpoM [a ce IUHAMUYKA PA3JIUKY]y,
3a cBakKy obJacT yBOAM Ce JIOKaJHA KaHOHCKa TpaHchpopmanuja w : (p,q) — (I, ) Tarsa

na je

27t
T(p,q)

Bpensoct T npencraB/ba mepuol NyHE OCHUJIALNMje, NOK BeandrHa ¢ OAroBapa Bpe-

I(p,q) = %A(p, 7, »pq =

Meny. ¥ ocumnaropuoj obaactu A(p,q) je mospmumHa eswunce (Wi DOBPIIU KoOja je
TOIIOJIOIIKA E€KBUBAJIEHTHA KPYTy) KOjy 3axBarta oxrosapajyha ¢asma kpusa (cauka 1.5
JIeBO), NOK y HUPKyJIapHO] obsactr A mpencraBiba IHOBPIIMHY MCIOX (paszHe KpUBe Koja
omrosapa maroMm kperamy (cauka 1.5 necmo). Ilospmuua A noGuja ce pemasameM WH-
Terpaja 1o (asHoj KpuBO] (TayHe BPENHOCTU OBUX KMHTErpaja mare cy HOp. y [32]).

Tpanchopmucanu xamuaronujan H' (I, ) = h(I) 3aBucu camMo oJ nejcTaBa, IPU YEMY CY
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Cunuka 1.5: T'eoMmerpujcka MHTepIpeTanuja MHTErpaJa OejCTBA Y CIyYajy OCIWIOBAH& KJIATHA

(meBO) M y cay4ajy KpysKHOT KpeTama (IECHO).

nejcTBa M (PpEKBEHIje KOHCTAHTHE:

oh

10 =10), ¢=p0) +wDt, w=7.

IIpobsem mBa Tesma. KemsmepoBo kperame

Jom jeman mpmMmep MHTErpabUIHOT CUCTEMa KOJjU MMa BEJIWKM 3HAYaj Y aCTPOHOMUJU je
npobaem daa meaa. IlocMarpaMo Kperame Tejaa Mace M y HEHTPAJHOM I'DaBUTALXOHOM
momy Tesa mMace M rme cy oba tenma chepHO crMerpuyHa. XaMUJITOHUjaHCKA (YHKIMja

OBOI' cHuCTeMa y HoJapHuM koopauHartama (r,6), To ject omrosapajyhiem ¢aszmom mpoc-

2
H:L<p2+&>_ng (1.10)

2m "7 r? r

rae je G rpaBuranuona koHctanTta. CucreM uMma Ba crerneHa ciaobome W OBE HE3aB-

TOpPY (prvpea T, G)a je:

UCHEe KOHCTaHTE KpeTama, XaMuamonujor KOju oAroBapa YKYIHO] €HEPruju Tj. 30upy
kuHeTuke U norenimjanne enepruje (E =T + U) u yeaoenu (o6pmuu) momenm pg. Ia
Ou KpeTame OMIO OrpaHWUYEHO, MOTPEOHO je ma ykymHa eHepruja F Oyme meraTtuBHA U
na obptau MomeHT py # 0. C o63upom na je oOPTHU MOMEHT KOHCTAHTAH, U3 XaMUJI-

TOHUjAHCKUX jeIHAUNHA (9 = w = 0H/Ops = const) caemu ma ce yrao  paBHOMEPHO

18



Mema. Vurepsan nmpomene yraa  je [0,27]. Pammjyc BekTOp r ce Mema Ha MHTEPBAIY
7 € [Prins Tmaz| TAE J€ Tmin PACTOJAmE IO NEPUYEHMPA, & Tmar PACTOJAE IO ANOYEHMPA.
Yrao uzmeDy nBa CyKIleCUBHA IEPUIEHTPa U aloLeHTpa o3Haumhemo ca O. Y ciuay4ajy
Kana yrao © Hmje camepsus ca 27 Tj. He mocroje m,n € 7Z taksu ma je © = 2mw(m/n),
TpajeKTopuja je 0meopena KpUBa U KPeTame je CByaa IycTo (0Baj TUI KpeTama NPUKA3AH
je Ha coumu 1.2). Y cynpoTHOM, Tj. ako IOCTOje HeJOOpOjHEe BPEAHOCTU M U 7. TAKBE
na je © = 2w(m/n), Tpajexkropuja omucyje 3arsopeny kpusy. Cnenmjasan ciaydaj OBOT
KpeTama Kala Cy yrioBHe Opsune mehycobHO jednare wy = w, je Kenaeposo xpemamne xKoje
onucyje moOpO MO3HATY €JIUNTUYHY IIyTAY.

IToTpebHO je makie KOHCTpyHCATH OAroBapajynn cucreM ejcTBO-yrao IPOMEHJbUBUX,
TakBUX ma TpaHchopMmucanu Xamuiartonujan H' 3aBucu camo on mejcTtaBa Tj. ma je
H'(Ip, I.,0,1) = h(Ip, I,). Nmajyhu y Buny na je OOpTHM MOMEHT Py HENPOMEHJBUB, IPBO
KOHCTAHTHO HejcTBO Iy 6buhe cam o6pTHU MoMmeHT: [y = pg. IejcrBo I, mma obsuk
1

I, =
21

A(prupeur)

rae je A moBpmmHa yHyTap 3aTBOPEHE (pa3He KpUBE y PABHU (7, ) 38 HEKY KOHCTAHTHY
Bpennoct Xamuiatonujana Hp, = const. Oarosapajyhm yrinosu ce maxo mnepuHUIILY y3
YCJIOB Ha je HpeciuKaBame KaHOHUYKO (MATPUNA IPECIUKABAKA jeJHAKA je jeIUHUIM).
Y 0BOM ciIy4ajy, IBa KOHjyrOBaHA yIUla Oy U @, HA3UBAjY Ce PECIHEKTUBHO, cPedha aHOMA-
aujau apeymenm nepurena. Taunu uzpas3u 3a A Kao 1 3a yrioBe Yy U @, MOTy ce nponahu
Ha mpumMep y [32] moraasme 1.3c.

Yobuuajen cucteM mejCcTBO-yrao TPOMEHJ/LUBUX, KOjU C€ KOPUCTU Yy ACTPOHOMUU CY
rako3sane Jeaonejese (Delaunay) npomenmuse: (L,G,l,g), rae nejcrso L = I, + Iy upen-
craB/ba opbuTanHy eHeprujy cucrema, a nejctso G = Iy onroBapa OOpTHOM MOMEHTY.
Xamunronujancka ¢yurnuja H* y IlenoHejeBoM crucTeMy NPOMEHJPMBUX 3aBrcrhie caMo

on mejcraBa m buhe:

. __(GMm)*m _
H == =h.

HATIOMEHA. IIpobiem koju mocMaTpamo je ABOAMMEH3UOHU PABAHCKU. Y TPOIUMEH-
3MOHOM MPOCTOPHOM CJAy4Yajy yBOIU ce jomr jemHa roopauHarta JlemonejeBor cucrema -
nejcrBo H, koje oarosapa z KOMIOHEHTM OOPTHOr MOMEHTa [y, KA0 W BHOj KOHjyroBaHa

YIUIOBHaA BeJIMYMHA.
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KBA3U-VMHTEI'PABUJIHU

XAMMWITOHNJAHCEMN CUCTEMMN

Y mpeTxomHOj TJIaBU OAT j€ MPErJiell OCHOBHUX KAPaKTePUCTUKA MHTErPAOUIIOr CUCTEMA,
KOjer CMO WJIYCTPOBAJU IPUMEPOM KjaaTHa u nmpobiaemom mBa Tena. Mebyrum, peasmo
KpeTame, aKk0 M3y3MeMO HEKOJIMKO MIEAJINM30BAHUX CIydajeBa, CKOPO HUKAJ HUje WHTE-
rpabunno. HeumnrerpabumHOCT crucTeMa YeCTO Ce MOBOAU y Be3y Ca XAOTUYHUM Kpe-
TameM. Vako Xxaoc HeMa CBOjy €r3akTHY MaTeMaTWUKy (GopMmyJianujy, MoskeMo pehwn na
HEMHTEerpabniIaH CUCTEM T'eHepUIle XaOTUYHO Kperame. VcrmocraBuio ce na ce 3a Maje
BpenHocTu mopemehaja, Kperame HE3HATHO PA3JMKYyje O HHTErPAOMIIHOT; CTPYKTYPa
UHTErpabMIIHUX CHCTEMa ONUCAaHAa y moraassmpy 1.2.1 y HEKOM CMUCIYy Omcraje, aad y
nepopmucanoMm obaumky. OBakBU, TAKO3BAHU KEA3U-UHMEZPAOUAHYU CUCTEMU IPENCTABII-
jajy nenTpaJiHu mpobieM Iese jeHe MaTeMaTUYKe NUCIUIINHE - meopuje nopemehaja, a
npema [loenkapey, nenrpanauu npobinem nuaamuke yommre. Haemhemo oBme ocHOBHE
nedhuHUIje 1 0OCOOMHE KBA3U-WHTErPAOUIHUX CUCTEMAa, & 3aTUM aarty kpahum omuc mse
Haj3HAYAJHU]E TeOpeMe XaMUJITOHUjaHCKe TUHAMUKE, YMjU Ce 3HAUAj v HeOECKOj MeXaHUIIn
orjena MPBEHCTBEHO y oueHu crabuiaHoctu CyHUEBOr CUCTEMA.

JNESVIHULMNIA XaMUAMORUJAHCKY CUCTIEM je K8a3u-urmezpabusan ako y odzoeapajyhem
cucmemy dejemeo-yeao npomensusuz (I, ) € G xT", 20e je G C R™ omeopen crkyn, ramui-

monujancra yHKYUja uMa 0b.AUK:

H(I,p)=Ho(I)+eHi(I,9). (2.1)
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Ho(I) je unwmeepabuana anporcumayuja xperama, a Hi(I,¢) nopemehajna dynruuja.
Hewunrerpatunua ¢yuruuja Hi (I, p) reaepucana je HEKOM MaJIOM BpeIHOUIy mapameTrpa
€, KOjU Ce jOIl HAa3uBa U Napamemap nopemehaja.

Y nmormasmy 1.2.1 je mokasano ma Cy AejcTBa WHTErpabmIHOT KpeTama Hy KOHCTAHTHE
BesqmunHe. Y BohewmeMm masior nopemehaja y cucreMm, nejcrBa e ocTaTté y HEKOj OKOJIMHU
CBOjUX MHTErpabMIIHUX alpOKCUMaluja, OACTynajynu o1 CBOjUX MOUYETHUX BEJUYUHA 38
HEKy MaJjly BPeIHOCT y HEKOM BpeMeHy t. Konuka cy Ta oncrymama, Yy KOM BPEMEHY CY
BaJUAHA U Oa JU Ce OHa PA3JUKYjy y 3aBHCHOCTH O TOra KOjU Ieo (a3HOI IPOCTOpa ce
pasmarpa? HajrpyGmu oaroBop mar je TAKO3BAHOM @ PrioTi OLMEHOM CTAOMIHOCTHU KOja
Ce M3BOAU HEIOCPEIHO U3 XaMUJITOHU)AHCKUX jenHaunHa cuctema (2.1):

oty o,

I:‘Ea(p (L, p), @ZW(I)"FEW(INP) (2'2)
OJaKJIe cienu na je:
[l1(t) — I(0)|| <« const.ct (2.3)
TO jecT
1
[I(t) —I(0)]] < 1, 3a Bpeme [t]| < B (2.4)

omakie 3akmbyuyjemMo na (mosHaro) pememe cuctema (2.1) omcryma on peanHe Tpa-
jeKTopuje 3a BPEAHOCT IMapaMeTpa € y HEKOM je IMHWYHOM BPEMEHCKOM WHTEPBAJY, Tj.
oxcryna on HemopemelleHOr Kperama 3a HEKY jeIUMHUYHY BPEIHOCT y BPEMEHCKOM WH-
TepBasly Koju je pena seamuuse 1/e. Ila su je moryhe marm 6oy oneny crabuiHOCTH
nejcraBa Hero mro je onena (2.4) m mTa ce memasa ca mejCTBAMA HOCIe BpeMmena 1/e7?
WcnocraBuio ce ma OArOBOP HA OBO TUTAH-€ HUje TPUBUjAJAH U [Oa YKDYUYje BPIO
CIIO’KEH MaTeMaTwuyky amapar. [IpBu 3Hauajam pesysarar Ha OBy TeMy nao je Amapej
Hukonajesuu Koamoropos 1954. rommme [27] mokazaBmu ma 3a IOBOJBHO MAJe BPEI-
HOCTU €, Besqimka BehwmHA TOpyca KOja oAroBapa MHTErPAOUIHO] ATPOKCUMANUU Kpe-
Tama npexuBpaBa nopemehaj. Taksu, T3B. uneapujanmmuu mopycu dmhe crabuaHu y
Heckonaunom BpeMmeny. Kacuwmje Apnonn [1] u Mozep ([37], [38]) usHOCE HemTO OpPY-
ravnju DOKa3 W IpOomupyjy teopemy Ha npobiaeMmaruky CyHUEBOT cUCTeMa, T€ IO HUMA
OBa IpocJaB/beHa Teopema Hocu HasuB - KAM reopema. Hemocraraxk KAM rmeopewme je
y TOME IITO OHA HE [aje HUKAKBY MHGOPMAIU]Yy O PE30HAHTHUM O0JACTUMA U HUXOBUM

okoJNMHAMA, Te je y ToMm cmucay KAM teopema memormyna. Ileramuuju omuc KAM
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TeopeMe nar je y moruasimy 2.1. Caenehu 3mauvajam pesysnrar o cTabuUIHOCTU KBa3U-
MHTErpabuIHuX cucTeMa, popMmynucas je y Teopemu Hexopomesa ([39], [40]), koja je
V M3BECHOM cMUCIy koMmmiemenTapaa KAM reopemu, jep Tpermpa 11€o (pasHu mIpocTop.
Pecrpukmnuje na nomeny Hema, aju je 3aT0 CTAOUIHOCT AejcTaBa KOHAYHA; BpeMe CTabuII-
HOCTY €KCIOHEHIM]aJIHO PACTe Y ONHOCY Ha BPEAHOCT KOja je OOPHYTO IPOIOPUMOHAHA
spennoctu nopemehaja tj. T ~ exp(l/e). IIpe mero mro mamo mpersien OBUX IBEjy TeO-
pema, HaBemheMO HEKe OIIITe KapAKTePUCTUKE KBA3U-WHTErPAOMIHUX CHUCTEMa, Kao U
npobieMe y BUXOBOM DEIIaBamby.

Ia nu mocroju kanoucka Tpancpopmanuja (I, ) — (I', ') Kojom 6u ce kBasu-uHTErpa-
6unau cucrem H(I,p) TpanchopMuUCAO y CUCTEM KOjU OM 3aBUCUO CAMO O M€jCTABA
H(I') Tj. cucreM Koju 6M eIUMUHALMjOM yTJIOBA U3 XAMWJITOHUJAHCKEe QYHKIUje OUO y
nornyaoctu nHTerpabunan? OOroBOp Ha OBO NMUTAMKE je He2amu8aH, U 0OPA3IOKUO Ta
je Ampm Tloenrape 1892. romuee y CBOjoj TeopeMm O ONMITO] HeMHTerpabumHOoCTH [42]
MOKa3aBIIN 14 je, 300T BeJUKe I'yCTUHE PE30HAHTHUX OpOuTa, riobasiHa eTUMUHUHALN]A,
yrioBa y cuctemy Hemoryha. WMaycrposahieMo oBy cuTyarujy Ha KOHTpa-IpuUMepy, Ha
CHCTEMY HECIPETrHYyTUX XapPMOHN]CKUX OCHMJIATOPA I'Je OBAKBa TpaHC(HOpMaIIja NoCmoju.

[ocmarpajmo Xavunrormjan unjn je materpabumau neo Ho(l) =3,  wipi, a nope-
MmehajHa QyHKIMja 3aBHCK CaMO O YIJIOBa M UMa OOJIMK

H = E cpeta

kezn
rae cy ¢ xoucranre u (ki,...,k,) € Z". Jlako ce nmoka3syje ma je Tpanchopmanuja
Ckkl

’
b =p; — )
k-w
keZn

a=q (2.5)

kaHOHCKa (na uysa I[loacoHoBe 3arpane) M 1a IPUMEHEHA HA HABENEHU CUCTEM nOaje

XaMUJITOHUJAHCKY (QYHKIU]Y

H ()= wp (2.6)

I=1,n
Koja je mHTerpabuana. Ila 6u Tpamcpopmanumja (2.5) mMasa cMUCAO, TOTPEGHO je mpe
cBEra, ma PeX ) ;. Ck’“—f} ancoaymuo xongepzupa. IIpBu yCIOB OBe KOHBEpPTeHNMjE je Oa
3a cBako k € Z", k-w # 0. OmpHocHO, ¢pekBeHUMje w He cMejy ma Oyay DPe3OHAHTHE.

I raBume, norpebHo je ma O6ymay 'HOBOJHO HAJEKO O PE30HAHTHUX BPEAHOCTU TO jECT
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Jla UCIYH:aBajy T3B. 0uofanmoscku ycaioe:
|k -w|>~|k|”T VkeZ" (2.7)

e Cy Y U T HEKe MO3UTUBHE peajiHe BpeaHocTu. JIpyru ycioB: (pekBeHImje Mopajy
6uTu TMOGAHTOBCKE HA 4eaoM JomeHy (ha3HOT MPOCTOpa. Y HABEIEHOM IIPUMEpPY, TIe je
UHTErpabuian neo XaMUJITOHWjaHA JWHEAPAH MO JejcTBUMa, 00a yCioBa Cy UCIYHEHA
jep cy ¢pekBeHuuje KoHCTaHTHe Ha TOpyCy: ¢ = OH/Op; = w;. Mebyrum, y onmrem
CIy4ajy BPEIHOCTU W 3a8uce ON JejcTaBa, Te APYTu ycioB Hehe OuTy mcnymen. 3a

CHCTEME KOJjU He UCIyHAaBajy ABa HABEIEHA YCJIOBA KAKEMO I Cy HEOEZeMEePUCAHU U 38

det (%“;) #0

82H0)
det 0. 2.8
(apiapj " (2.8)

BUX BakU cieneha HejemHakocT:

Tj.

3060r rycruHe panuoHAJHUX OpojeBa y mosmy peasHux O6pojeBa R, ycmoB ma ¢perBen-
nuje He Oyay pEe30HAHTHE, HE MOKe OUTHU 3aT0BOJBEH. YakK M aKO MPETHOCTABUMO Oa CY
¢dbpekBennuje nuopaHTOBCKe, nocTojahe HeKa MOBOJLHO MaJia OKOJIMHA Koja he campsraru
HeKy Tauky p TakBy na je |w(p) - k| = 0 3a mery nenobpojuy kombunammjy k. Pem (2.5) y
ToM ciayuajy dueepzupa u cucreM (2.1) mehe mmaru pememe. Y aureparypu, oBaj Ipo6-
JIEM TO3HAT j€ KA0 NpobaeM MAAUT UMENUAGYG U JIeKn y ocHOBU lloeHkapeoBor moka3a O
ommroj HemHTerpabumnoctu. Pan je oGjaBmen 1892. romuue mox mHazusom Les Méthodes

Nouvelles de la Mécanique Céleste.

2.1 KAM reopema
TEOPEMA HocmampajMo Ksaau—unmezpaﬁzumu IaMU/LmOHUjaHC%‘U cucmem 00AUKA:

IIpemnocmasumo da je unmezpabuana anpoxcumayuje Hy nedezenepamuena dynryuja, mo

jecm 0a eaxcu det (aaljg}k) # 0 u da je dejemeo I* € R™ maxeo da gpexsenyuja w ucnywasa

24



€=0 20

Caura 2.1: Ha meBoj cTpanu ciamke mpukaszaH je (a3HU MOPTPET WMHTErpabuiHOr cucrtema. Y
nopemelienom cucremy Ho(I)+eHi(I, p) Topycu ca tuopaHTOBCKUM (PPEKBEHIM]aMa IPEKUABILABA]Y
mopemehaj, anu cy mpu TomMe mehOpMUCAHM M TPAHCIUPAHU 38 HEKYy BPEAHOCT y ONHOCY HAa CBOj
nenopemehenn opurusan (mecro). 3a (pexBeHnuje Koje HUCY ANOPAHTOBCKE (TAKBE (PEKBEHIU]je

oarosapajy pe3oHaHTHOM kperamy) KAM teopema He maje olueHy cTabIHOCTH.

Juogarnmoscru ycaos:

(k) >ylk™  VE#£0, kez"

2de cy v > 0 ut >n—1 odeosapajyhie xoncmanme. Tada, 3a do80mHO Many 8pedHocm
g, Xamuamonujar (2.9) 0ozgomasa nocmojame UHBAPUJAHIMHUT MOPYCa KA KOJuMa je Kpe-
mamwe Keasu-nepuodusHo u uma gpexsenyuje w. Hneapujanmwu mopyc buhe y € oxoaunu

odzosapajyhiez nenopemehenoz mopyca {(I, @) : I =1%o € T"}

Ilakne, u 3a Hexku Oiaro nopeMeheHu CUCTEM KOjU 3a10BOJABA YCJIOBE TEOpPEMe, MOC-
Toje obnacty y ¢asHoM mpocTopy (MHBAPUjaHTHU TOPYCH) e Cy HejCcTBa crabuiHa y
OeckoHayHOM BpeMmeny. Mako HewmHTerpadbumiHe Yy OCHOBW, XaMUJITOHUjAHCKE jemHAUYUNHE
orpaHndeHe Ha OBe Topyce, mmalie pememe. Topycu, HOCUOIM MHBAPUjAHTHOT KPETAHbA,

IO OBOj TeopeMu Ha3uBajy ce jom u KAM mopycu.

OcuoBua uneja morasza KAM teopeme jecte ma ce 3a Hexku Hemopemehenu Hepeso-
HAHTHU TOPYC AeduHUCAH mejcTBuMa I* xamunronujancka ¢pyukuuja (2.9) passuje y cre-

IIeHU PeJ MO0 IPOMEHJLUBOj [:
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H(I, ) = (w,I) +eA(p) + £(B(p), I) + %(CI, I)+0O(I?) (2.10)
raoe ¢y A(p) u (B(yp),I) unanosu He3aBucHu u juHeapHu no I pecnerktusno, C je cu-
merpuuna Matpuna obmuka C = [02H,/01;01;], a octartak pema O(I?) je nmuneapan o
€. Hamomumemo na je mpe pasBoja (yHKuuje y pen, 300r jeIHOCTABHOCTU, IOYETAK
KOOPAVHATHOI CUCTEMa IIPOCTOM TpaHcjaamujoM npememrted y taury [*. Caemehu ko-
pak, HAj3HAYAJHU]U 1 HAJTEXU, jecTe HaJlaykerhe KAHOHCKe TpaHcdopMaluje KojoM bu ce

Xamunronujas (2.10) npeBeo y tako3Bany Koamozopoemesy HOPMaAHY Hopmy:
H'(I',¢) = (w,I') + O(I"%) (2.11)

KOja je mHTerpabuina camo Ha mHBapujanTHOM TOopycy I’ = 0. Ileo oBaj mocTymak mo-
Apa3yMeBa KOMIIO3UIM]Y OECKOHAYHOI HU3a KAHOHCKUX TPaHC(hoOpMaIrja, OIPpU YeMy je
HEONXOAHO MOKA3aTU Ia Taj HU3 KOHBeprupa (merasbu Doka3a MOry ce npoHaliu Hmp. y
[13] nan [14]).

Cuura 2.1 unycrpyje ¢ha3uu mpocTop y ciayuajy HemopemeheHor 1 KBa3u-mHTErpabuIHOT
kperama. Ha seBoj cTpaHu ClVKe MPUKA3aH je MHTErpadbuiaH CUCTEM UHja je TUHAMUKA
omucaHa y nperxonHoj raasu: € = (0, nejctBa I cy KOHCTaHTHa, a YIJIOBU ¢ CY JIMHEapHE
dyuruuje spemena. YBohemem masor nmopemehaja y cucrem (cauka 2.1 mecHo), Topycu
ca Iuo(aHTOBCKUM ()pEKBEHIIMjaMa IPeKUBIbaBajy nopeMehaj u oncrajy 3a cBe OHE Bpel-
HOCTU € KOje Cy Mame Ol HeKe KPUTWYHE. 3a CBaKU IojeauHadyHu HemopemeheHu Topyc
mocroju oarosapajyha kaHOHCKa TpaHC(OpManurja KOjoM Ce XaMUJITOHUjaHCKa (yHKINja
HA TOpycy npesoau y obmnuk (2.11). C o63upom ma je cBaka on OBUX TPaHCPOpMAImja
IIePUOAMYHA 110 YIJIOBUMA, HOBA JejcTBa he GUTH KBa3u-mepuomudHe (yHKIUje yriaoBal'.
[Ipumernmo ma cy mejcrBa mopemeheHOT KpeTama Ha INECHOj CTPAHU CJIVKE TPAHCIUPAHE
nysx npase ¢ = ( 3a HeKy BPeIHOCT y OIHOCY Ha oJroBapajyhie BpemHOCTH Ha JIE€BOj
CTpaHU W na yCpeImeHa BPEAHOCT TpaHCchopMUCAHUX mejcTtaBa Ha garomM KAM rtopycy
HUje jenHaka onrosapajyhmMm HemopemehenuM nejcTBuMa mpe TpaHcdopManuje.

WMuryurusuo ce namehe 3akmpydak ga he ce noBehameMm Bpennoctu nopemehaja, 6poj

‘npeskuBenux’ Topyca cMamuBaTy. I[Ipupony ose 3aBucuoctu nao je Hajmran (Neishtadt)

! Aknuje mopemelienor cmcrema Hucy mepwoanuHe (QyHKIUje yrioBa, jep OM TO 3HAYMIO Oa je Kpe-
Tame PEe30HAHTHO. Y cioB 3a npuMeny KAM rTeopeme jecTre ynmpaBo CyIpPOTHO, HEPE30HAHTHO KPETAME

Tj. IuO(paHTOBCKE (pPEKBEHIUjE.
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1982. romume mokaszaBmu na je Jleberosa mepa ckyma KAM rtopyca jemmara 1 — /e,
Tj. ma Texu 1 kama € — 0. Opa penanuja ce HajJaKIe WHTEPIPETUPA CaA ACIEKTA
BepoBaTHohe: BepoBaTrHOha na Hacymune n3abepeMo Tauky (as3HOD IPOCTOPA KOja IPU-
manga mekoM KAM topycy pacre u Texku 1 kam € — 0. OBO je HAPOUMTO 3HAYAJHO KO
denomena mmupysuje, jep y cucremmMma ca nBa cremeHa ciaobome KAM rtopycu npen-
CTaBJbajy CBOjEBPCHY MpENpeKy mudy3mOHOM Kperawmy. Takap cucrem mmahe derupu
numensuje. 360r 3akoHa O O4uyBamy eHepruje (XaMUITOHUjaH je KOHCTAHTAH) KPETAHE
ce ONBUja Y TPOOWMEH3MOHOM IIPOCTOPY, Y KOjEM Cy WHBAPUjAHTHU TOPYCU ABOIUMEH-
3MOHE MHOTOCTPYKOCTH. Y OBOM CIydYajy je Opoj OUMeH3Mja KOjU je Ha pacIoJaramy
nudy3roHOM KpeTamy jemHak jeman. C obG3upom ma ‘mposasak’ Tpajekropuje kpo3 KAM
TOPYC HUje U3BOIBUB, TpajekTopuja he ocratu '3apobimena’ y mehynpocTopy cycemnmx
KAM topyca. OBo mehyrum Huje ciyuaj ranga je 6poj cremenu caobone Behu man jen-
Hak Tpu. JluMmeH3mja (aszHOr IPOCTOpaA y CHUCTEMY Ca M CTeHeHu ciaobone je 2n; 3060r
KOHCTAHTHOCTH XAaMIJITOHMjaHa KpeTame ce onsuja y (2n — 1)-AMMEH3MOHOM HPOCTODY,
re Cy CMeIITEeHW TOPYCH Kao n-AVMeH3MOHe MHOrocrpykoctu. Jlakie, nuMeHsmja OHOT
mesa pasHor nmpocropa koju mHuje 3axsahien Topycuma je (2n—1) —n =n — 1. Tpajexr-
topuja Ban KAM rtopyca cama uma Ha pacmojaramy npoctop aumensuje n— 1, te KAM

TOPYCH Y OBOM CJIy4ajy He IPeACTaBsbajy Ipenpery Iu(y3MOHOM KPeTamy.

IIpumep kojuMm miaycTpyjeMo curTyanujy npeyser je u3 [35]. Axo y3memo y 063up
YMIBEHUIY [a Ce WHBAPUjaHTHU TOPYC jeNHO3HAYHO IapaMeTpusyje (peKBeHIUjaMa Ha
TOPYCY, TaJa CUCTEM Ca IBa CTemeHa CiIoboe MOKe Ia Ce MPEICTABU MPABOM & = w1 /wa.
Ceaxku KAM Topyc 6ulie nedpunmncan raukom Ha 0BOj mpaBoj (yneBa crpana ciuke 2.2). Y
cucreMy ca Tpu creneHa ciaobone, KAM ropyc medpunucan je ca tpu ¢ppersernuje. Vn-
BAPUJAHTHU TOPYCU Y OBOM cayuajy (mecHa cTpaHa ciuke 2.2) neGUHUCAHU Cy TavyKkama
y paBHU (w1 /we,ws/ws). Y mpBoM caydajy opbura je ’'Guokupana’ TOpycuMa, a y APY-
roMm je oumrsenHo ma KAM topycu He mpencraBsbajy TPUPOIHY IPEHPEKY IUPY3HOM
kperamy. MeDyrtuMm, u oBa ciuka npukaldyje Maeasu30BaHy CUTyaldjy, jep je 3a mMaJie
nopemehaje, ckyn KAM Topyca mo Te Mepe rycr, 1a je IUCKyTaOUIHO KOJIUKO je OBAaKaBa
mupysuja 3anpaBo peasHa. Bunehemo HemTo kKacHuje Ja Cy yBEPJBMBUjU KAHAUIATU 33
Audy3UOHO KpeTame OHe 06JacTu (aszHOr IpoCcTopa Koje Hucy nokpusene KAM teope-

moMm. OBaj ckym, koMmmieMeHTapaH ckynmy KAM topyca, y aureparypu ¢urypume mnon
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Cuumra 2.2: JleBo: Y cucremy ca ngsa cremneHa ciaobone KAM ropycu mpencraBmbajy CBOjeBpCHE
Oapurage AU(Y3MOHOM KpeTamy U TpajekTopuja je 'O0moxkupana’ Ttopycuma. lecro: Y cucrteMy ca
Tpu creneHa ciobone, KAM topycn Hucy npenpera andy3moHOM KpeTawmy Kpo3 npocrop. Ceaku
TOPYC jeAHO3HAYHO je IapaMerpu3oBaH oarosapajyliom komOuHanujoM ¢(pekseHuuja, wi/ws Ha

sneBoj commu, a (w1/w2,w2/ws) HA NECHO] M OBEIIEKEH je 3HAKOM X .

Ha3UBOM APHOJIIOBA Mpeka, a PEHOMEH CIope XaoTUuHe uy3rje Ha OBOM CKYIY IO UC-
TOM ayTopy Ha3usa ce Aprnoadosa dudysuja. ApHOnnoBa nudysuja je y U3BECHOM CMUCILY,

jemHa om MEHTpaJHUX TeMa OBOI palda, KOjy OeTaJ/bHUje ONMCYjeMO Y HMOIJaBiby 2.3.

2.1.1 Waycrpamuja KAM Teopeme Ha mpuMepy cTaHOapaHe Mame

Kao mro knarao (omucano y morsiasimy 1.2.2) mpencraBiba CBOjEBPCHY HAPAIUTMy pe-
30HAHTHOI MHTErPAaOMIIHOT KpeTama, TAKO U CTaHZapIHA Malla IPeICTaB/bd HapalurMy
XaOTUYHE NWHAMUKE jeTHOT HEMHTETIPAOMIIHOI CHCTEMA.

ITocmaTpajMo XaMUITOHMJAHCKA CHUCTEM Ca ABA CTEIeHa CI0001e

H(p17q17p27q2)7

rae ¢y (pi,¢;),% = 1,2 mapoBm y3ajaMHO KOHjyTOBaHUX NEjCTBO-yTao mpoMmenmusux. Cuc-
TEM je KOH3epBATMBAH U XaMUJITOHUjaHCKA (YHKIUja NMa KOHCTAHTHY Bpennoct H (p1, q1, pa,-
g2) = C. YMecTo nesne Tpajekropuje, mOCMAaTPaAMO CaMO HEH MPECEK Ca HEKOM YHAIPE.

ne¢puurcanoM noppinu. OBakBe HOBPIIN, YKjU IPECEIH Ca IOCMATPAHUM TPajeKTOpUjaMa
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najy mpUKa3 IUHAMWAYKAX KApPaKTePUCTUKA cucTteMa, HaszmBajy ce Iloewkapeose nospuiu
u IToenxapeosu npeceyu. Y HameM ciydajy moBpIl je ne¢umuucana ca ¢ = 0. Taro he
34 CBAKU Iap OPOMEHJLUBUX (P1,q1), A€jCTBO py Gutu ompeheHo MMIIUIUTHO Kao jeauHa
HEIO3HATa y CHUCTEMY

H(p15q17p270) =C.

Ha taj Hauns, 6e3 ymMamema ONUITOCTY, AUHAMUKA ¥ PABHU (D1, 1) ONCIUKABA JUHAMUKY
meJIor IpocTopa.
Koukperan npumMep, He3aobuiazan Kaga rOBOPUMO O OBOj TEMU, JAT je cmardapOHoMm

Manom ¥ojy mepuHUmeMO y pasBau (p1,q1) ciaenehum mapou jenHauuna:

¢ =q +p (2.12)
pl1 =p1+ asin(qll)

Ca mumpeM na HyMEpPUYKU BU3YEINU3YjeMO MPOCTOpP, mocMaTpamo 20 Tavaka, HTOUYETHUX
ycioBa, Koje ¢y paBHOMepHO pacnopebene nysx npase ¢ = 0 y wHTEpBady p; € [—m, 7.
Nrepamujom mame 3a 1000 ropaka, y cTamy CMO Oa TpaTuMo Kperame cBux 20 Tpa-
jekTopuja. JemaH KOpak UTepaluje, IpeacTaB/ba BPEMEe jeIHOT Meprona yria (o, a WC-
TOBpeMeHO 1 BpeMe u3MeDy nBa CyKIeCcHBHA IPOJACKA TPAjEeKTOPUje KPO3 PaBaH CIUKE
(tj. pasam ¢ = 0). Yrouuro je tpajekropuja Ha KAM TopycCy, CyKIECHBHU TPOJIACIA
opbure kpo3 pasan (p1,q1), popmupahe Henperumay nuaujy. Y CyIPOTHOM, Tj. AKO je
opbuTa Xa0TUYHA, y3aCTOIHN IPOJIACIY TPAJEKTOPHje KPO3 OBY PABAH UMA]y HEPAaBUJIAH
OOJUK ¥ BUAMMO UX KAO CJIOj pacyTuX Tavaka. Ha ropmoj seBoj ciauru 2.3 mpuKas3aHa
je curyanuja xazna je Bpemnoct mopeMmehaja mana € = 0.3. CKOpO CBU IOYETHU yCJIOBU
nexxe na KAM ropycy. Ilpasuuna y cpenunu ciuke npeacrasiba pe3onaniny p; = 0. Osa
Ipa3HUHA je JOHEKJE y CATJIAaCHOCTHU ca TeopujoM, jep 3Hamo na KAM teopema He maje
HUKAKBY WHPOpMAIMjy O pe3oHAHTHUM opburama. Taxobe, y HeKuM ngenoBuMa yMeCcTO
Ha OTBOPEHO] JIMHUjU, BUIJHUB je HN3 MAMUX CJUNTUYHUX KPUBUX, KOje OATrOBapajy pe-
3oHaHnaMa sumer pena. [Hosehamem Bpemunoctu e, mpsu KAM Topyc ce pacmana, a kao
ocJjenuIa Mmojapibyje ce TAHKU XaOTUYHU CJIOj y Heropoj okoiuau. Ciuke rope IecHO
U [oJie JIeBO oarosapajy curyauuju kana je € = 0.7 u € = 0.9 pecnekrusno. Bpoj KAM
TOpyCa Cce Ha OBe IBE CIWKEe 3HaJuajHO cMamuo. VicTtoBpemeHO, xaoTwuHa obOIacT 3ay3-

nMma cBe Behwn meo npocropa. CBaky TOPYC MMa CBOjy KPUTUYHY BPEIHOCT € 3a KOjy Ce

29



'sm0.3.dat’ 'smo0.7.dat’

'sm0.9.dat’ 'sm1.2.dat
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Cunuka 2.3: $a3su mopTpeT CTaHIapIHE MAIE 38 PA3IUUYUTE BEPAHOCTU €. Y TOPEHEM PELy JOMUHU-
pajy peryaapue opbure Ha KAM topycuma, jep je Bpemnoct nopemehiaja mana € = 0.3 u € = 0.7.
Y momeM peny He seBoj caumu rue je € = 0.9, 6poj KAM rtopyca je mamu, a xaoTudHa 0061acT
Beha. Ha momoj mecuoj cawunu, rme je Bpeanoct nopemehaja € = 1.2 HeMa HUjeTHOT TPEXRUBEIIOT

topyca. CBux 20 Tpajexkropuja MMa XaOTUUYHO KETaHe.
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pacnana. Ha momoj mecuoj cauru, ¢ ob63upom ma je mopemehaj Benuku, € = 1.2, Hujenan

on 20 Topyca Huje npe:xuBeo nopemehaj, BUIABUB je caMO XaoC.

2.2 HexopomieBiseBa TEOPEMA

Jemar on Haj3HAUAJHMJUX pe3yJTaTa caBpeMeHEe XaMUJITOHHMjaHCKE NUHAMUKE CBAKaKO je
Hezopowesmwesa meopema. Hben 3Hayaj y acTpOHOMHUjU OTHOCHU Ce IIDE CBEra Ha OLEHY
crabunaoctu CyrueBor cucrema. llopen oBor riaBHOr pe3yiarara, HUCIOCTABUIO CE A
IIOCTOJU ¥ T3B. NEOMETPUjCKM ACIEKT TeOpEeMe KOjU Ha BPJIO UIyCTPATUBAH HAUWH Oaje
OIMC OUHAMUKE Ha IEJIOM IOMEHY (a3HOI IPOCTOpPA, HE3aBUCHO O TOTa Na JIM Ce Paau
O PE30HAHTHOj UIU HEPE30HAHTHOj] obsacTtu. Y meay KOju cjaenu, HaTa je MPEIu3HU]a
dopmynanuja TeopeMme, Kao 1 Kpalim onuc IUHAMUKE CUCTEMa KOjU 3a10BOJbAaBa YCJIOBE
Teopeme Hexopormesa.

HEXOPOIIEBJ/LEBA TEOPEMA I[Ipemnocmasumo da gynwyuje Hy 3adosomasa ycaos cmp-
Mmocmu.  Tada nocmoje nosumuere Kowcmarwme o, ¢ U b ca caedehum ceojecmeuma. Axo
je 0 < & < g9, mada 3a ceaxo pewemwe I(t), p(t) cucmema wuju je Xamuamornujan H =

Ho(I) +eHi(1,9) samcu

[I(t) —1(0)] <e*=A (2.13)
3a ceaxu mpenymax epemena t € [0,T] 2de je
1 b
T = -exp (E—O) . (2.14)
€ 5

Bpensoct nmapamerapa a un b 3aBucuhe ox csojcraBa ¢pyuruuje Hy. Excrnonennujanna
ouena (2.14) Banuana je camMo yKoJauko je ¢pyuruuja Hi anaaumuuna (C*° Tj. mossosmasa
pasBoj y KomBeprentan pen). Axo je Hy enamxa dysrmumja (C' mva camo m3BOIE TPBOT
pena); yMecTo eKCIOHEHIjalHe, UMAJI OUCMO CTEIeHy 3aBUCHOCT y u3pasy (2.14), npu
yemy 6u Behm Opoj msBoma ¢ysrmuje H; 3HaUMo Bumm cTeneH oBe 3aBucHocTu. Ile-
jerBa I(t) makise, He HamymTajy A OKOJMHY CBOJUX IOYETHUX BPENHOCTU, LIPU YEMy je
OTBOpEHa MOT'yNHOCT na ce OHe YHyTap OBOI' JOMEHA MOTY KpeTaTu XaoTudyHO. EBeHTy-
anHo Hamymrame okonuae A moryhe je Tek mo ucreky Bpemena 1. C 063upoM na CBaku

peajaH CUCTEM MMa HEKU CBOj BEK Tpajarma, & BpeMe CTabDUIHOCTU Ce€ €KCIOHEHIV)aJTHO
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Ipoay:kaBa CMamEHEM IapaMeTa €, TO Ne 3a JOBOJLHO MaJjie € TeopeMa 00e30emuTu cTa-
OMJIHOCT KOja IIpeJsia3u Bek cucTeMa. Y Ipaso oBaj neo HexopomesieBe Teopeme je y Ha-
jBehoj Mepu mOnpuUHEO EBEHO] MOIYyJIapPHOCTH, jep Ou HmeHa MPUMEHa Ha PEAJIHO KPeTame
MOTJIa AaTU BPJO epuracHy ouery crabumianoctu y CyxueBoM cucteMy. OBO je Takos-
BaHA npaxmuvna uiu efexmuena crabunroct. HaxalocT, XaMUITOHMjaHCKa (YHKINja
CUCTEMA Y ACTPOHOMUJU je& U3PA3UTO 0e2eHePucana, JTOK TeOpeMa ca CBOjOM OIEHOM CTa-
OuHOCTU 3axTeBa Hedezenepucane cucteMe. OBaj mpobiieM je HeIuMUYHO IpeBa3ubhen
camo y okosuHu Jlarpamkesux tavaka L4, Ly u y mojenuaum obsacTuMa acTEPOUTHOT
upcrena ([34], [18], [15], [17]). HenereneparuBrocT cucteMa GpOPMYJIIICAHA je Y IOIA3HO]
IPETIOCTABIN TeOPEMeE, II0 KOjOj MHTeIPabMIIH e0 XaMUJITOHMjaHCKe PyHKIUje Hy 3amo-
BOJbABA TAKO3BAHU yCJIOB cmpMmocmu. JeoaH ol HajIPOCTUjUX IPUMePa CTPMUX (QYHKIMja
ymHe KOHBeKCHe (yHENuje. VMako jemrocraBHe y GpopMyIanuju, KOHBEKCHE QYHKIN]jE UIAK
cranajy y HajpeCTPUKTUBHUjY KJIacy CTPMUX (YHKOMja ¥ OBaj yCJIOB OM BPJIO TEMIKO
6ro 3aM0BOJLEH Y HEKOM peasHOM cucteMy y actponomuju ([44], [45]). ¥Yrnora koHBek-
CHOCTU HA KpeTame CUCTeMa OmMcaHa je y moraasmpy 2.2.2. Hemro Oxaky kaacy cTp-
MUX (VHKIUja YMHE KBa3U-KOHBEKCHe (yHENUje. VM KOoHAUHO, HAjONIITUjU IpUMEp KOju
3a,10BOJbaBa YCJIOB CTPMOCTH Cy Tako3BaHe 3-cTpyja ¢yuruumje. lahemo oBme muxoBy

nepuHUIM]y Koja je mpeysera u3 [39].

2.2.1 Jed¢wmHunuja ctpMux QyHKITja

Peanna anmanntryna ¢ysrnuja h:

h:G — R"

I — k()
rue je G C R™ orBOpeH u noBe3aH CKyI, a u € R”

& je xoneexcna y Taurku I € G ako jemnauumHa:

9?h

——(Duu; =0 (2.15)
= 01,01, I

1=

HeMa, IPYTOr PEaJIHOT Pellema OCUM TPUBUjaIHOT U = 0.
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& je keasu-konsexcna 'y taurn I € G ako cucreMm jeqHAYMHA

dh —
Dimin a7 (D =0
(2.16)
%h —
Zi,j:l,n 31,01, (Duiu; = 0
HEMa APYTUX PEAJHUX pPellemha OCUM TpuBHUjaHOT U = (.
{ 3amoBosbaBa 3—cTpyja ycuaoB y tauku I € G ako cucrem jemadmHa:
oh
Zi:Ln (’)_II(I)UZ =0
9%h —
Ei,j:l,n ('Hialj (I)UZ’U,J = O (217)
2h _
Ziu',k:Ln dI,01,01y (Duiujup, = 0

HeEMa APYTUX PEAJHUX pellemha OCUM TpuBHUjaHOT U = (.

Hanomumemo na cy KOHBEKCHe, KBa3U-KOHBEKCHE U J—CTpPYja (YHKIUje caMO npumepy

crpMmux ¢yurnuja. [IpaBa mepmHUITja CTPMOCTH MMIINIMTHA j€é U Y U3BECHOM CMUCIY

8£°| > g > 0 roju o6e3bebyje crabumnoct Tuma (2.14)

OpeNCTaB/LA YOIITERE YCIOBA |
y CHCTEMUMA Ca jeJHUM CTEIeHOM cJobone.

Heka je Hy nupousBosbHa (pyHEnuja nedpunucana na aekoj obnactu G (rue je G orBopena
MHOTOCTPYKOCT) eyKIuACKor npoctopa E*. Ad¢uau nornpocropu npocropa E* cy pasau
npousBoJsbHe nuMensuje. Heka je I Hexka taura y G, a A paBaH Koja caiap:ku Tadry [,
dim A # 0. Osmauumo rpamujent pecrpurnuje Ho Ha pasan A ca grad(Hp|\). Munu-
MaJIHy BPEIHOCT TOT I'DaJrjeHTa Ha cepu ca IEeHTPOM y Tauku I panujyca 1) 0O3HAYUNMO
ca mya(n):

mia(n) = {I’eA:I\I}éIEI\:n} |grad(Ho|A)| 1.
OESUHULNIA 3a dynxyujy Ho xaxncemo da je cmpma y mawky I y pasnu A, ako nocmoje

rxowemanme C > 0,0 > 0 u o > 0 maxse da je:

0?$§Em17A(n) > C¢%, Ve e (0,9]. (2.18)

3a wowemanwme C u § xaxcemo 0a cy xoefuyujenmu, a 3a sesuvune o 06 CY UKOEKCU CMP-

MOCTU.

33



Oszmaummvo ca A"(I) ckyn cBux r-nuMensnonux pasau y E° koje canpske taury I € ES.

NESVHULNIA Pynryuje Hoy xoja uma s npomennusur 2de je s > 1 je cmpma y mawku I,
YKOAUKO ¢y 3a0080.meNy caedefiu ycaoau.

1.) Axo je |gradHy |;| > g ede je g > 0.

2.) Kaoa je s > 2 3a ceaxo r = 1,...,8 — 1 nocmoje seauwune C. >0, 6. >0 u o, > 1
makee da je gynrkuujae Hy cmpma y mavwku I y cearoj paswu A € A" (I) xoja je mopmarna Ha
gradHy|r, ca koeduyujenmuma Cyp u 6, u undexcuma o,.. Beawuune g,Ch, ..., Cs_1,01, ..., 051
cy xoefuyujenmu, a aq, ..., s—1 undexcu cmpmocmu gywryuje Hy y mavwwu I.

OESVHULNIA Pynkyuja Hy xoja uma s npomennusux je cmpma y obaacmu G ca koedu-
yujenmuma g,C1, ...,Cs_1,61, ..., 051 u undexcuma aq, ..., Xs_1 ako je ma PyHKyuja cmpma y
caaro] mawku I € G ca osum Koefuyujenmuma v urdexcuma.

OBa mocnenma gepuaunuja obe3behyje excmoHeHnuwjasHy OIEHY BpeMeHa CTaOMII-
HOCTU cBUX pemewna I(t),p(t) va nomeny G x T%.

HATIOMEHA. ITouernu ycnosu (I(0),»(0)) Tpeba na 6yay DOBOLHO HANEKO O TDAHUIE
CHCTEMA; €KCIIOHEHIMjaHa OlleHa BpeMeHa 1 ce cTora me 00HOCU HA HEKY IPOU3BOJLHO
MaJy rpaHnyny obsnact nomena G.

Beh je manomenyTo na napamerpu a u by onenu (2.13) u (2.14) 3aBuce ox aHAIUTUYKIX
ceojcraBa ¢yuruuje Hy. Taunuje, 3aBucmhe on uHIEKca CTPMOCTHU (y; U HEHUX Koedu-
mujenara C; 1 §; KOje cMO medpuHUCAIN y OpeTxonHe Tpu medpuHunmje. Mamu mHAEKCH
crpMmocTr uMmImiupajy Behe Bpemuoctu Bpemena 1, a tume u Behy crabusHOCT CucC-
TeMa. Y KBA3W-KOHBEKCHO] 00JIACTU, MHIEKCU CTPMOCTU Cy HAJMABU (] = ... = Oy, = 1, TE
Cy KBa3U-KOHBEKCHe obusiacTu u Hajcrabumnuje. Bpemmoct mapamerapa a u b 3a KBa3u-
KOHBEKCHY obuact y ouenn (2.14) je a = b = 1/2n (Lochak [33] u Pochel [43)]).

Ommrujy oueny mapamerpa b 3a kiacy crpmux ¢gpyurnuja nao je Hunepman [41] raoe
je mapamerap b = 1/[(2n — 1)ay...c, + 1]. HlTo je cucrem mMame KOHBeKCaH, TO cy Behn
nHAEKCU cTpMocTu . OBa 3aBucHocT y HexopomesiseBoMm pany Huje moka3aHa, HETO je
M3HETa KAO0 MPETIOCTaBKA, IPU YeMy je CyrepuCcaHO [a Ce yTUIAj MHAEKCA U Koeduluje-
HATA CTPMOCTHU Ha CTAOUIHOCT gejcTaBa HyMEPUUKM HCIUTA.

Y HapenHoj riaaBu ymozHaheMmo ce ca MOIeIOM MpOCTOpa 4- TMMEH3MOHE Male, ¥ KOjeM
Ce MHTEH3UTET CTPMOCTH JIAKO IO AeImaBa noMony napamerpa (m), npu 4eMmy oBaj mapaM-

eTap IUPEKTHO 3aBucu on koepunujenara crpmoctu C. Cnenehm HexopomesineBy cyr-
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€CTHjy, BapujanrjoM OBOT IlapaMeTpa, UCIUTYjeMO 3aIlIpaBoO yTUIaj KoepuiyjeHara CcTp-
moctu C} Ha crabumHOoCT cuctema. Ilpe mero mro mpebemo Ha pesynrare HyMEePUUKUX
€KCIIepUMEHATa, BAKHO je Ma ONUIIEeMO W Tako3BaHy HexopomeBibeBYy CTPYKTYDPY HIpPOC-

Topa.

2.2.2 HexopoineBibeBa CTPYKTYpPa

Ilopen excroneHnujaaHe oleHe CTAOUIHOCTU KOja Gurypuire kao 'riaasBeu pesyiarar’ He-
XOPOIIeBJhEBE TEOPEME, IOCTOJU U H€H APYTU, TAKO3BAaHU ceomempujcku acnexkm. Vc-
[IOCTABUJIO Ce Oa TEOPEMa Ha BPJO CIUKOBUT HAYWH ONUCYje OUHAMUUYKY MPUPOLY CUC-
Tema. 3a pasnury on KAM rmeopeme koja Tperupa camo Hepe3oHaHTHe obmactu, He-
XOPOIIEeBJhEBA TEOPEMA naje Mperjesn AUHAMUKE Uea02 IPOCTOPa.

Beh je mamomenyTo ma je mona3na mpermocTaBka HexopoimeBimeBe Teopeme na WH-
Terpabunaa anpoxcumanuja Hy 6yne cmpma ¢pysrnuja. Pasmarpamo HajjennocTraBHUju
cayyaj- na Hy Oyne koHBeKCHa. Y Pa3Bojy KBasu-uHTerpabuiHor xamuiaronujana H (I, @) =
Ho(I) + eH (I, ) y pen, emuvunanuja xapmorujckor unana € Hiy(I)e*? mexom ramon-
CKOM TpPAaHCPOPMAIMjOM KOja je OInCKa MIOEHTWYKOM IpeciInmKaBamy, Moryha je camo
BaH HEKe MaJle OKOJIMHE pe3oHaHTHe obsactu nedpuuucane ca k- w(l) = 0. Tawobe, y
HEJETeHEePATUBHAM CUCTEMUMA (& KOHBEKCHU XAMUJITOHUjaHU TO jeCy) PE30HAHTHU CKYII
Kojer reHepumry 1enao6pojan Bekropu k € Z™\0 je ryct y momy R™, 360r wera hie ennm-
MHANj& ceur Pe30HAHTHWX xapMonuka Outu mHemoryha ([42]). Hexopomesmesa mueja
monpasyMmeBaJia je cienehe: y pasmarpame ce y3nMajy caMoO OHEe DE30HAHIE Yuju je
pen mamu on Heke kputuune Bpennoctu K. Taro he Opoj pe3oHaHTHMX YiaHOBa OUTH
xonauan. Ha ocmoBy amamutuunoctu dpymrrmmje H; 3amemapenn meo RE (1j. omaj roju
canpsxku pesonanune pena seher on K) me mpenasu spemnoct exp(—Ko) 3a mexo o > 0.

1
. Iakme, ocrarak pena 6uhe eKCIIOHEHIN-

Iloxa3zano je na je ropma rpanuna 3a K ~ e~
jaJTHO MaJm y OJHOCY Ha 1/5b . Ouekyje ce ma cy HeCTAOUIHOCTU CUCTEMAa T'E€HEPUCAHE
ympaBo octaTkoM pena RE mro he 6urtu u kmyusn aprymesT 3a uzsobeme omnene (2.14).

IMocmarpamo maksie caMo OHe xapMoHmKe umju je pen |k| < K (uma mx KOHAYHO
MHOro). CTpykTypa TakBOI IPOCTODa Ca TPU CTEIeHa CJ00OAe NPUKA3aHA je Ha CIIMNU

2.4. PaBan cauke meduHUCAHA Ca wi/we U wa/ws UCTOBPEMEHO OICIUKABA U MPOCTOP

mejcraBa, Te UMaMO TPU AUHAMUYKU PA3JIUIUTE OOJIACTHU:
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o Hepesonanmuu domen je CKyIm OHUX Tavyaka KOje Cy MOBOJLHO MAJEKO O CBUX pe-
30HaHIM pena MmMamer ox K. Taunwuje, TO je CKyn OHUX (pPEKBEHIM]a W TAKBUX 4
je k-w > e, V|[k| < K. Ha caumu 2.4 oBaj HOMEH TpPUKAa3aH je y IIABUYAC-
TOj 60ju. ¥ Hepe3oHaHTHO] obiaacTu mMoryhe je emuMuHUCATUA C8€ XAPMOHU]jCKE
uynaHoBe ¢yHENUje €M) umju je pen mamu on K. Tparchopmucanu XaMuiIToHU-
jaH 3aBuculie caMO OI nejcTaBa W OJ €KCIOHEHIUjaJIHO MaJiol ocTaTka Ry Koju
canp:ku cBe unanose pena |k| > K. Crora he nmpomena nejcraBa y HEPE30HAHTHOM
noMeHy OmTu BODhHeHa EKCIOHEHIMjaJTHO MaJUM djaaHoBUMa Ry KOju Cy y TPUHIUIY
3aHEMapJbUBU, TE€ 3aKYUyjeMO na IejCTBa y HEPE30HAHTHOM NOMEHY OCTajy He-
npoMemeHa. Y 0BOM noMeny HexopomessbeBa oleHa CTAOMIIHOCTU MMa TAKO3BAHU

CYTIEPEKCIIOHEHIIjAIHU KapakTep y oxHocy Ha 1/e (mormemartu [14] u [36]).

o Jlomen jedne pesonaHnue CAAP:KU CaMO jelaH PEe30HAHTHUM 4YjaaH pena Mmamer onx K
n Ha ciannu 2.4 npurasaH je y 6enoj 6oju. Taunuje, mcupexknnana IjaaBa JUHNjA
IpeacTaB/ba PE30HAHIY, a OesioM 00joM O3HAUEHA je H-€Ha MaJja OKOJWHA. 1 paHc-
¢dopMmucarn XaMUJITOHUjaH he ce cacTojaTu OX jeIHOr PE30HAHTHOI YJIaHA Pena
Mamer on K ¥ eKCIOHEHNUWjaJIHO MaJyior ocraTka Ry. AKO 3aHeMapumMoO OCTATaK
pena Ry, Xamuiaronujan je mHTErpabuiaaH, jep camap:KU CaMoO jedaH PEe30HAHTHU
yjaH, ajJy NejCTBa, a caMuM TuUM U (pekBeHnuje, Hehe Bume OuTm (UKCUpAHE.
HBbuxoBa mpomena moryha je camMo y jeZHOM TpaBIly, TAKO3BAHOM nNpasuy Op30z
nomepama KOju je Ha cauiu 2.4 o3HaueH cTpennnoM. KouBekcHocT ¢yHKuuje H
06e36ebhyje ma mpasam Op3or moMepama Oyle HODMAaJIaH HA MIPAaBAIl PE30HAHIIE.
Kperame y momeny jemue pesoHaniie BODHeHO mpaBieM Op30T moMeparma y HEKOM
TPEHYTKy CTWwke y Hepe3oHaHTHM (muasu) moMen. Mebyrtum, To je memoryhe jep
Cy y HEPE30HAHTHOM IOMEHY [ejCTBa HEIPOMEHJ/bUBA. HBEHTYaJHO MOMEpame My
caMe PEe30HAHIE T€HEPUCAHO je MAJOM BPEeTHOINY OoCcTaTKa R, Makie eKCIOHEHI-
jaJHo je cmopo u npencrasba Beh momenyTu genomern ApuonnoBe nudysuje, KOjer

hemo merasmuuje onucarm y cieneliem mornasmy.

o Jlomen dse pesonanye je oHa 06IaCT rae XaMUITOHUjaH UMa IBa PE30HAHTHA UJIaHa

ki1 m ko pema mamer om K. Opa obnacT Hama3u ce meiy Tae Ce PE3OHAHIE YKPII-
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Cuura 2.4: IIpukasz HexopomesibeBe cTpykType y cucreMy ca Tpu crenesa ciaobone. Civke mpen-
CTaBJbajy JBOIUMEH3UOHU IPUKA3 TPOAUMEH3UOHOr IPOCTOpa (ppekBeHnuja. Lemom 60ojoM o3HaUEHA
je obuact jemme pe3oHaHIE, rae Cy HoMepama Moryha camo y mpaBiy KOjU je O3HAUEH CTPEJIUIOM
(ma nomoj caumu). Koneekcroct oxrosapajyher Xamunronujana o6e36ebyje na osaj npasar Oyne
HOpMaJIaH Ha IpaBal pe3oHaHne. JlBOCTpyKe pe30HaHIe, Hajla3e ce y HBUXOBOM Ipecery (pose),
JOK IJIABUYACTA MO3aJUHA IPEICTaB/ba HEPE30OHAHTHM NOMEH. ¥ IPECEKy PE30HAHIM TUdy3uja je
xaoTuyHa u Moryha je u cBuM mpaBIuMa, a OJCYCTBO PE30HAHIU IIOJpa3yMeBa U OACYCTBO AUy 3-

uje, Te he mraBa obnact 6ury u HajcTabUIHA]jA.
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Tajy (IpencraBiba PE3OHAHIY MHOTOCTPYKOCTH ABa) U Ha ciuly 2.4 npukas3aHa je y
pose 6oju. C 063upom na camga uMa ABa PE30HAHTHA YiaHa, XAaMUJITOHUjaH he durtu
Heunmezpabusar U KpeTame je raomuyno. Vnak, opOura He HAmymTa OBaj TOMEH.
IIpenas y mepe3onanTny obsact je, kao mTo je Beh objammeno - HeMoryh, a eBeH-
TyaJIHA MPEJa3aK y MOMEH jeHEe PE30HAHIE MMAO0 OU 3a MOCIEIUIy CaMO KPETarhe
y mpaBny Op3or moMepama. RoHBekcHOCT (yHKmuje Hy y cBakOM oJ HaBeIEHUX

ciay4yajeBa obe3behyje moBe3aHO KpeTame.

CnuuaH pe30H IpuUMemyje Ce U Ha CUCTeMe ca Buie cremeHu ciaobone. Ilakme, ako
3aHEMApUMO MaJii OCTaTak pena Ry, CBaAaKM PE30HAHTHU MOMEH MpPEACTaB/ba 3aceOHY
obmact kperama. Haj3Hauajauja momepama OUEKYjy ce y 00JacTu ABOCTPYKE PE30OHAHIE
(nnm pesoHaHIEe MHOrOCTPYKOCTH N — 1 y cucremuma ca n crenenu caobozne). Ilpomene
nejcraBa y oBOoM momeHy Ouhe mpomoprmonasue Beauunaun €@ rae je 0 < a < 1. Bpen-
HOCT mapameTrpa a omana ca noBehamem O6poja cremenu ciobone. Tarobe, morpebHo je
na BpemaocTt K me Oyme mpeBesmwKa, jep y TOM CIydajy He OM OCTaJi0O MeCcTa 3a Hepe3o-
HAHTHY obOusacT. Y ciydJajy KOHBEKCHUX (YHKNMja OINTMMAaJHA BpenHocT 3a K ouemeHa
je ma £*/eb, rme je £* meka kpurmuna Hexopomessesa BpemHocT u omena (2.14) mma
He3HATHO Apyraumju obauk: T < tgexp (5*/5)b 3a HEKO 1o3uTusHO tg. Curyamnuja je apy-
raymja ako y3aMeMo y 0063up um masgu ocrarak pena Ri. Pesyarar teopeme Baskuhe camo
YV EKCIIOHEHIUjaJHO IyTMM BPEMEHCKUM MHTEPBAJIUMA.

Harnamasamo omer ma xoHBekcHOCT ¢yHENUje Hy y 0OBOj KOHCTPYKIM]U UTDaA KIbYUHY
yiory, jep y obnactu jenme pe3onamie o6e3bebyje ma mpasar 6p3or momepama Oy ae HOP-
MaJIaH Ha IpaBall pe3oHaHIEe. Y ciay4dajy kKazxa Ha npumep Hy Huje KOHBEKCHA, IIpaBall
O6p3or momepama OU E€BEHTYaJHO MOTrao na Ce IMOKJIONM Ca IPABIEM DPE30HAHIE, IITO
6u orBopmno mMoryhHOCT 3a HOBM THI KpeTama: Tako3BaHy 6p3y Jufysujy. Pesomamnme
Iy’ KOje ce OBakaB MexaHm3aM nudysuje oxsuja, Hexopolner Ha3uBa xamasuma cynep-
nPoeodpuUBoCmu.

PE3VME: Ily:X pe3oHaHTHe JWHUjE PA3JIUKyjeMO OBa THUIA AUQPy3Uje, U3PAZUTO CNOpyY
Apnondosy dudysujy BoDemy mammm ocrarkoM pena R, u ¢eHomen O6p3e mudysuje y
ciaydajy Kazxa ce Pe30HAHNA U JMHUja 6P30r IoMepama HOKJIONe o Ipasuy (oBaj ciydaj
ce OJHOCU CAMO HA HEKOHBEKCHE (yHKUUjE).

He cmemo nma msocraBuMo HE @enomen bpse zaomuune dudysuje Yupurosmesoe muna,
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CBOjCTBEH CUCTEMUMAa Tne je BpemHocT mopemehaja Benuka y omuocy Ha Hexopomress-
jeBy kputuunHy Bpemuoct. CTpyKTypa Opura3aHa Ha ciauiy 2.4 U ONuCaHA AUHAMUKA,
monpasyMmeBa MaJje BpenHocTtu mnopemehaja €. Y cayuajy kanma je € > €%, xaoTmuHa
obusacT rue ce pesoHaHne npeknanajy (pose Ha caumm 2.4 nose) cana IPEKPUBA CKOPO EO
nomer. OBa curyanuja npon3Boau OP30 U XAOTUYHO KpeTame MOryhe y CBUM IMpPAaBIUMA.
C mpyre crpane, y3 naxkspus n36op Bpennoctu K m nopemehaja € Hepe3oHaHTHU KOMEH
(mnaBa obnact Ha caumu 2.4) caspmed je kammmmat 3a npuMeny KAM teopeme rue ce
OUeKyje cTabmiIHOCT y OECKOHAUYHOM BPEMEHY U OJCYCTBO CBaKe BpPCTe audyisuje.
YKOJMUKO je umTajall 3auHTePECOBAH 3a jOIl MaTEMATUUKUX AeTaJsba moka3za Hexopo-

[meBJbEBE TEOpeMe, MOke KOoHcynToBaTu cienehy nureparypy: [39], [33], [43], [6].

2.3 ApsosmnoBa mudy3uja

MexannsaMm cnopor noMepama JejcTaBa Oy:K Pe30HAHTHE JIVHUje WIyCTPOBao je Biranumup

Uropesuu Apuoan 1964. romuue [2] Ha Mmomeny XaMuiaToOHUjaHA:
1 .
H(I, I, 1, p2,1) = 5(112 +I3) +e(cos p1 — 1)[1 + p(sin @2 + cost)]. (2.19)

OsBaj cuctem mma mer npomenmusux pemuumsa (1, Iz) € R%) (p1,p9,t) € T2 u nsa
napamerpa ¢, € R. Ilpumernmo na ¢ymrnuja (2.19) 3aBucu on Bpemena (Bpeme je
IUKJINYHA TPOMEHBUBA) Te XaMuiaToHujan Helie OuTu KOH3epBATUBAH.

Y cayuajy rama cy oba mapameTpa jemHaka uyau € = i = 0, cucTteM je uHTEerpabmIaH.
CucreMm je mHTerpabunan m y ciaydajy kaza je € > 0, a p = 0. V3 xaMuaroHrjaHCKUX
jemHaYMHa OBOT MOJeJa CIeOU Oa je f2 = 0,92 = Io = const. YTI0BHE IPOMEHILUBE P9
¥ t He TAPDTUNUNUDA]Y y JUHAMULU TAKBOI cuUCTeMa (MMajy KPYsKHO KpPeTame HEe3ABUCHO
OX OCTaJNnX MpOMeHuBUX ). IIpocTop mepunmcan nmpeocranum koopaunarama (I, I, )
umahe cTpykTypy npuraszany Ha caunu 2.5. 3a cBaky BpemHoOCT Iy = const, mpemno3Ha-
jeMO OWHAMMWYKU MOPTET KJIATHA, 4YMja ce HecTabWiHA XWUIepOOIVMYKa Tauyka HAJa3W Ha
npasoj Iy (mpyra mecrabumna Tauka mepunucana je ca lo = const, 1 = 0 u ¢1 = 2m).
Y meTonuMeH3MOHOM IIPOCTOPY MHOIOCTPYKOCT nedpumuucana ca [ = ¢; =0 u Iy = const.
t=1 IpenCcTaB/ba 2-IMMEH3MOHU XUMEPOOJINUKA TOPYC KOjU he mMaTy IBE jeITHOIUMEH-

3MOHE MHOT'OCTPYKOCTU: cTabuiny u Hectabunny. Ha caumnu 2.5 oBe nBe MHOIOCTPYKOCTH
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Cuaura 2.5: ®asuum npocrtop mHTErpabuine ampokcuManuje ApHoamoBor monena kana je p = 0.
Y pasHmMa Koje cy mapasense paBHu ([1, 1) Opemo3HajeMo AuHAMUYKM npodui knatHa. CbBaka
Ol OBUX HAPAJIETHUX CTPYKTYPa y METOANMEH3MOHOM MPOCTOPY IPEACTABIBA jeNaH XUIePOOIMIKA
BJIAKHACTU TOpycC. Buakua ca pasnunumntux Topyca ce mehycoBHO ne cexy, Te Hema Hu MoryhHocTn

nu¢pysuje. Crnopa ApronnoBa mudysuja onsuja ce nys npasua Iz u moryha je Tek rkana je p # 0.

OroBapajy ropmoj U OHom0j rpanu cemaparpuce. C o03upoM ma Cy jeaHOIUMMEH3UOHE,
OBe MHOT'OCTPYKOCTU Y U3BECHOM CMUCIY MMa]jy CTPYKTYpy HuTH, Biakaa. CXoTHO TOME,
TOPYC KOJU C€ MPOTEKE 110 MPOMEHLUBO] ¢ (IpOoMeHbuBa ¢ HUje BUAbUBA Ha caulu 2.5) u
caTKaH je O OBaKBUX BiakaHa HaszBahemo eanaxwacmu mopyc. Tauke Ha npaBoj Iy nedun-
nimy GaMuInjy BIAKHACTUX Topyca. Basmo je mcrahu na ce y mHTErpaduiHoM ciydajy,
BiakHa (cTabuiaHe m HecTaOWUIHE MHOTOCTPYKOCTH) Ca PA3IUUUTUX TOpyca MmebhycoGHO

He ceky, Te HeMa Hu MoryhuocTn mudysuje kana je p = 0.

Y cayuajy kana je u # 0 cucmem 2ybu unwmezpadbusrocm. 3a Majie BDEAHOCTU (i BIIAK-
HACTU TOPYCU npexwcusnasajy nopemehaj. Hedopmarmja oBUX TOpyca memaBa ce HAjIpe
y orosmHU xunepbosnuuke HecTabusne tauke. Ha caukama 2.6 u 2.7 rope npuka3ana je
crabuiHa MHOrOCTpYkoCT (060jeHa y :KyTO) y OkoJMHU XunepOoiwuke tauke Io = 0 u
w2 =0y pasam (I1,¢1) 3a € = 0.1. 360r Gosme MperiesHOCTH CIVKE, HECTAOUIHE MHO-
rocrpykoctu Hucy npukaszane. OBe ciure nobujene cy momohy F LI, Ha HaYuH KOju je

objammen y noraasmpy 2.4. Ha ropwmoj caunnu 2.6, Bpensoct napamerpa pu = 0, cucreMm
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Cnuga 2.6: Crabuiana MHOTOCTPYKOCT y OKOJuHM Xxunepbommuke Hectabunne tauke (0,0) 3a p =0

Ha TOPH:Oj CIIMIM Kala je CUCTEeM MHTerpabWiIaH, W 3a OBe MaJje BpemHocTd f : p = b -107% u

p = 3-107° Ha cpemmoj u HOmOj ciumu. Y oxomuEn Tauke (0,0) mOjaBBYjy ce XumepGOJMUKe

CTPYKTYpPe HeOOMUYHOT O0JIMKA KOje Cy OATOBODHE 3a IPOIeC AUPy3Hje.
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je maTerpabusan u crabmiIHA MHOTOCTPYKOCT MOKJANa Ce Ca CTPYKTYPOM Ha ciauiu 2.5
Kazna je Iy = const. Ilapamerap u je memro Behm Ha cpemmoj cmmmm p = 5-107%, rae je
BUALUBA AedopManuja BrakaHa y okoJguHu xunepbonuuke tauke (0,0). Amnmuryna ose
nepopmanmje jom je seha Ha MOmOj caumum Tae je u = 3-107°%. 3a u = 3-107* (cauxa
2.7) menpaBuiHU OGJMK XUIEPOOIUYKUX CTPYKypa jOII je HArJIANIEHU]U, a Ha COPHO]
caunu 2.7 mpura3aHa je caMo crabuiana MHOroctpykoct. Ha caumm 2.7 mose mopen cra-
OuiHe, IpUKA3aHa je U U HO] CUMETPUYHA HEeCTaOMIIHA MHOTOCTPYKOCT, KOja 3ajeqHO ca
CcTADUIHOM YMHU TAKO3BaHY ToMokaunuwky 30pky. Ocranm mapaMeTpu U TPOMEHJHUBE
nctu cy kao Ha cannu 2.6. Tauka y kK0joj crabuiaHa MHOTOCTPYKOCT jeJHOr TOPycCa cede
HeCcTabUIHY MHOIOCTPYKOCT CYCEIHOT TOPyCa HA3UBA CE TOMOKAUHUYKG mawka.’ IlemoBu
crabunne (HecTabuiHe) MHOTOCTPYKOCTH KOju ce Hajase uaMebhy nBe y3acTomhe XOMOK-

JIMHNYKE TAYKe HA3UBA]y CE TOMOKAUHUYKUM NEMpaMa U IMajy GOPMY IIKOJBKE.

Y cayuajy kana je p # 0 BrakHacTe CTpyKType Bumne HucCy MehycoGHO mapaserHe,
HEro ce mpoTexky Oy mpasBe [s. Tako ce BIakHa ca Pa3IWdIuUTUX TOPyca 'Mpce’, IITO
orBapa MOryhHOCT mpejasa ca jeIHOT TOpyca Ha IAPYrH, & TUMe X MOryNHOCT crmope
midysuje nysx npase Iy, C o63upoM ma BIakHACTU TOPYCH cajlga OMOIYyNyjy mpeias ca
jemHoOr TOpyca Ha IpyTru, HazBaheMo UX MpPaH3uuUONUM MOPYCuMa, & HUXOB HU3 KOjU
CapKM XOMOKJUHUYKE CTPYKTYypPE OINrOBODHE 3a Ipollec AUQy3uje Ha3UBa CE MPAH3IU-
YUOHYU AaHnay. VITycTpoBaHN MeXaHM3aM CIODOT IOMepama AejcTaBa AYK PE30HAHIE, IO

Apuonny, HasuBa ce Aproadosa dudysuja.

Xunepboauuke CTPYKType BUASUBE Ha camkama 2.6 u 2.7 jgeske y OCHOBU XAOTUYHE
mudysuje. Bpeme momepama ny:x npase [o €KCTPEMHO je copo. Y APHOIIZOBOM MOIEIY
(2.19) omo je pena Bemmumse exp(l/,/f) MTO je y cariTacHOCTH Ca TEOPUjCKAM PE3yITaTOM
Hexopomesmese Teopeme. Ilopen one u3 opurnsagsor ApHOILIOBOT pasa [2], 3aHuMLuBa

wiycrpanuja Mexanusma Apronnose audysuje moxke ce nporahu y [12] unu [30].

20Bme 06e MHOTOCTPYKOCTH JI€Ke Ha UCMO] Pe3onanyu. Y KOMMKO crabuiame u HecTabuiaHe MHO-
TOCTPYKOCTHM INPUNANA]y Pa3IUUYUTUM pe30HaHIaMa, HUXOBE IpeceKe Ha3UBaMO IemepoKAUHUYKUM

mavyKkama.
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Cuurka 2.7: Ha ropmoj cauru npukasasa je cTabuiHa MEOTOCTPYKOCT A PHOJIIOBOr MOAEa y PaBHUA
(I, 1) y oxomurn xmmepBommura Tauke (0,0) 3a Bpemroct g = 3-107% u ¢ = 0.1. Bpemnocr u je
wemto Beha oxn one Ha ciamkama 2.6, ma Cy CXOIDHO TOME M XOMOKJIVHUYKE IEeT/Le KOje IPAaTe JIUHU]Y
cenaparpuce gysxke. Ilopen crabunne, Ha HOMOj CIMIM 3a UCTU CKYI IapaMeTapa, OaT je NPUKa3 1
HeCTAOUIHEe MHOIOCTPYKOCTH, KOja 3ajeIHO ca CTAOMIHOM, YMHU TAKO3BAHY TOMOKAUHUYWKY 30DKY,

OATOBOPHY 3a XaOTUYHO IIOMeEpame JaTOr CUCTeMa.
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2.3.1 Hywmepuura nereknuja ApHoJsnoBe mudysuje

Henyuy nenenujy no o6jaBmuBamy ApHOIIOBOT MoAeaa U qudy3uje, yCaeauan Cy U IpBu
[IOKYINajU fa Ce OHAa HyMEPUYKM IEeTeKTyje. JemaH onx HMOHMpa y TOM cMuciy je m Kiaon
Ppenuie KOju je PAHUX CENAMAECETUX KPEUPAO MOMIEN YEeTBODPOIUMEH3UOHEe Mare [7] koju
je kacHuje, y3 MomuuKalyje, KOPUIITEH M 3a NETEKIUjy U Mepeme Ipoleca audysuje.
NMakxo Apmonmosa mudysuja, HA opuruHagHoM Moxenay (2.19) Huje HyMepUUKM mETEK-
TOBaHA, Pa3BUjeHE Cy HyMepHUYKe MeToJe NMOMONY KOjuX je NeTEeKTOBAH U MEPEH BPJO
CIMYaH MeXaHr3aM [IOMepama AejcTaBa LyX PEe30HAaHIEe Ha APYTUM MOIEJNMa IPOCTOPa
([29], [21], [22], [24], [47], [46], [48]).

lenepanumzarnuja ApHOAmoBe mnudysuje WIAK 3aXTEBA HEKY BPCTY CTAHIADIA3AIN]E
nojmosa: Aprosadosy dudyaujy nocmampamo Kao npouec eKCnoKERYUJAARO CLOPOZ NOMEPADE
dejemasa y cucmemy xoju 3a0o08omasa runomese KAM meopeme u meopeme Hexopowesa.

[Mpennsuuje, ApronmoBa nudysuja moapazyMmesa ga:

i) TperrpaMo KCKBYUNBO KEA3U-UHMEZPAOUAHE TAMUATNONUJAHCKE CUuCmeme; Tj. CHC-

TeMe Ydja XaMUJITOHUjaHCKa (YHKIUja MMa OOJINK

H(I,¢) =h(I)+ef(I,¢) (2.20)
NN CUMIIJIEKTUYKE Malle:
a8
I=1+22(r
+ ag0( ;)

!/

oS

= P I/,
p=p+ o700

rae je pyurmumja S

S ) =h(I") +ef(I',¢)

[aTa y CUCTEMY IejCTBO-yrao IpoMeHbuBux (I, ¢) HA HEKOM OTBOPEHOM U MOBE3aHOM

crkyny G x T* C R™ x T™.
11) ®Pyuruuje f u h cy TakBe ma xaMuaTOHUjaHCKU cucTeM (2.20) U CUMIIEKTUYKA MAIa

3a10BosbaBajy ycaose KAM Teopeme u teopeme Hexopomesa 3a moBosHO MaJo €.
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i)

)

IoBoman yciuos je ma f Oyme anasumuuna pysrnmja (Tj. oa KO3BObABA PA3BOj y

KOHBCPI'€HTAH pen) u ma h 3a,0J0BOJbaBa TAKO3BAHU YCJIOB CMPMOCIMU.

Hocmampamo cucmem camo 3a mane 8pedrocmu nopemehaja €; TOBOJBHO MaJie na ou
0be moMeHyTe TeopeMe MorJie OuTu npuMemeHe. V3 oBe mpeTIOCTaBKe Cllequ Ja je
(a3HI IPOCTOP CKOPO y IOTIYHOCTH KHCIYHEH CKYyIOM MHBapujaHTHuUX Topyca K.
CBaky noyeTHU noyokaj y ckyny K crabunan je y 6eCKOHAUYHOM BpEMEHY, KaO LITO
je maycrpoBano y noraasmy 2.1. HecrabumanocTu ce ouekyjy caMo Ha CKyILy KOjU je
KOMIJIEMEHTApaH CKYIy MHBapujaHTHUX Topyca K Tj. Ha ApHoumoBoj mpesxu. Ha
ocHOBy HexopomeBireBe TeopeMe 3HAMO J1a OBE HECTAOUIHOCTH 3aXTEBAjy MU3y3€THO
Iyra BPEMeHa U Ia Ce eKCIOHEHNUjaJIHO IPOLY:KaBajy V OJHOCY Ha HEKU IO3UTHUBAH

crernen BpenHoctu 1/e.

Cmampamo da je kpemawe (I(t), p(t)) necmabuano, axko mocToju BpeMe ¢ TAKBO Ha je

diamG

1) - 10)] = =

\

(2.21)

OBako me¢pumHUCAHA HECTADUIHOCT MMa MAKPOCKOICKU KApaKTep jep TpeTrupa Ieo
nomen (G; Teopema mo3BossaBa Op3e JIOKAJHE OCHUIANME Y MAaJiOj OKOJIUHU MOYET-
aux ycaosa 1(0). Mebyrum, y nponecy mudysuje Koju HAC 3aHUMA U3JIA3UMO U3
IOMeHa JIOKAJHUX ocuuianuja. OBaj mpolec HUje TPUBUjaJaH U 3aXTEBA EKCTPEMHO

Oyra BpeMeHa.

Kancemo da N opbuma (I(t)7,0(t)?), j = 1,..,N Oufyndyje y mPOCTOPY YKOIUKO
OPOMEHa Cpeli-¢ KBaApaTHe pasjdKe JejcTaBa y OOHOCY Ha oArosapajyhe modeTHe

BPENHOCTU y BpeMeHY ¢ meduHUCAHA Ca

Sty =5 D U@ - 10y (2.22)

j=1,N

pacme aurneapro y epemeny t. OgHOCHO, IOCTOjU KOHCTaHTa [ TakBa na je

S(t) ~ Dt
3a cBako t. Korcranry D nedpunumemo kao koefuyujenm dugysuje.
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vi) Ceako nomepame dejemasa Koje 3a0080ma8a Ycaose i) , it) uiii) nazusamo Aproadosom

ouysujom.

2.4 DBp3u usmukaropu JbamyHoBa

Bp3u wmanukaropu Jbanymosa (FLI) u Hexopomesmesa TeopeMa 3aHUMILUB Cy MyeT.
HexopomreBibeBa TeopeMa faje aHAJIUTUUKA NPErJIeld AWHAMUKE IEJOKYIIHOI IPOCTOpPA.
Wcrospemeno, F'LI je ocerbuB Ha CBAKy IPOMEHY AMHAMUKE, oMOryhyjyhu Tako Busyesun-
3anujy Hexopomessmese quuamuke. ApHOIIOBa qudy3uja, KA0 jeIaH O HAjOUECKIBAHIjUX
¢penomena Hexopomesimese Teopeme, OIBUja ce€ UCKIHbYUUBO Ha ApHOAIOBOj Mpesxu. | me
” Kako ce APHOJIOBA Mpeka pacIpoCcTupe Kpo3 GpaszHu IpOCTOp, AePUHUIIE PE30OHAHTHU
Monyn k-w =0, k € Z" y unjoj ce MaJOj OKOJMHM HAJA3W TAHKMA XAOTUYHU CJ0] (camo
3a Mauly Bpeanoct mopemeliaja xaoruunu cioj je ranak). CTPyKTypy PE30HAHTHOT MOI-
yiia, & UCTOBPEMEHO U CTPYKTYPY APHOJIIOBE MpesKe, HYMEPUUKHU je MOTrylie NeTeKTOBaTH
nomohy TakosBamor 6p3zoz unduxamopa Jbhanynosa.? Mako je Ha mMOUYETKy TPUMEHUBAH HA
KpeTame acTeponia U KOPUIITEH 3a AeTekiyjy ciaabor xaoca ([10], [11]), moka3aio ce na
FLI Bpuo npenusHo oacavkaBa u cTpykTypy Apuosnose mpeske [8]. Hedununuja Bpsor
nuaarkatopa Jbamynosa (mpeysera u3 [28]) 3a cayuaj mame je:

JEoVHULINIA: Hexa je M mana M : R — R"™. Tada 30 Heku NouemHu MOAONCA]
z(0) € R™ u odeosapajyhu nouwemnu eexmop v(0) € R™ bpsu unduxamop Jbanynoea FLI

deduruiemo xao Pyrnkyujy
FLI(2(0),0(0),t) = log [lu(t)]] (2.23)

20e jet € ZT.

3a mamy M rtanrenTHu Bexrop v(t) medunucan je ca:

3Y nmamewm rekcry xopucrtuhemo ckpalienu maszus 3a Gp3u nEIMKaTop JbamyHOBa KOjU je M3BeNeH U3

enraeckor jesumka FLI-Fast Lyapunov Indicator .
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Y caydajy HEIpEKUIHOT XaMUJITOHUjaHCKOT TOKA, MUHAMUKA je ompebheHa cucremom

IudepeHIrjaTHIX jeTHAYNHA

d

& =F(x), == (x1,...,%n) (2.24)
dt

rae je F': R™ — R™ onrosapajyha raartka ¢pyuxnuja. EBonynuja ranrentaor Bexropa v(t)

koju nedunume FLI, 3a Hexku noverHu tanrentHu Bekrop v(0) mobuja ce mHTErpanmjom

dv oF

IToncernmo ce na je JbanyHOBIbEB €KCIIOHEHT TAHI'EHTHOI BekTopa v(t) oxpeben Bpen-

BapUjaluOHUX jeTHAYNHA:

somhy In||v(¢)||/t kKama t — co. JhayHOBLEBU €KCIIOHEHTU UMAJY NO3UMUEHY 8PeOHOCT,
Y CAYNATY TAOMUYHOZ KPEMAHA, 8 TEKE NYAU Y CAYYAY pezysaphoe xpemamna. Mebyrum,
HICY y CTalmy Oa pa3ilyde Pa3iIudnTe TUIOBE PEryJIapHOr KpeTama Tj. Na JU je Tpa-
jexropuja pesonanTHa uian jgexku #a KAM topycy. Ipyru 'memocrarak’ 6m 6Gro Taj mTo
360r CBOje aCUMITOTCKE NPUPOLE, KAPAKTEPUCTUYHN eKCIOHeHTH JhamyHoBa 3axTeBajy
BEJIMKO DAadYyHAPCKO BPEMe, TE je TEIIKO M3BECTU IUXOB PAUYH 3a BEJUKNA OpPOj moYeT-
HUX yCJOBa, HIOP. KalJa MaIUPaMO LE0 IPOCTOP Ca HUBEM Na AETEKTYjeMO CTPYKTYDPY
Apuonnmose mpesxke. Hamporus, F LI je ocermuBUju UHIUKATOP jep 3a HaBeIeHa IBa
ciydaja peryJiapHOr KpeTama Jaje Pas3jInduTe BPEJHOCTH.

3a caku nouernu mouoxa] (1(0),¢(0)) u cBaru nouernu ranrenTan Bekrop (v7(0), v,(0))
6p3u uanmukatop Jbamynosa FLI cucrema H(I,¢) = Ho(I) +eH1(I,¢) nepuammemo kao

HOPMY TAHTEHTHOT BEKTOPA ¥ Y TPEHYTKY t:
FLI = ||((vi(£), v, (t))]]- (2.26)
Iloctoje 1 Mmomudpuranuje rae gedpunnmemo F LI kao cynpeMmym
FLI = sup ||((vr(t), v (1)) |

WM CPenmy BPEeTHOCT

1 t+N—1
FLI = — > [[((wi(®), ve(®)]
t=t—N

oBe HOpMe Ha oarosapajyhum BpemencknM noauaTepBadunma. OBe MomupUKaNIje HEMA)Y
Behu aHanmuTUYKK 3HaYAj, HUXOB CMUCAO je V eIMMUHANNU JIOKAJHUX OCIMJIANNja, IITO

je 3HauajHa OJIAKIMINIA y IVIOMA3HMM HYMEPWUYKAM AJTCOPUTMUMA.
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3a xamunronnjancky ¢oyuxmmjy H(I,¢) = h(I) + ef(I,¢), Bapujanuone jenHauuHe
buhe:

dv] 82f 82f
- — 2.2
it~ “apalt T “aga1’ (2:27)
dv,  0%h o2f o2f
E = ﬁ’l}] +EW’U1 +8818¢U¢. (228)

Y cayuajy ranma je Xamumaronujaun H(I,p) = h(I) 4+ ef(I,p) uarerpabunan (¢ = 0)
BekTOpU v Ouhe:

9?h

vr(t) = vr(0),  vp(t) =v,(0) + oI

(1(0))v; (0)t. (2.29)

Y HemHTErpalbUIHOM CIIyYajy, 3a MaJjie BPEIHOCTU £ €BOJIYIMja TAHIEHTHOD BEKTOPA U
ouemyje ce MeTonaMa XaMuUITOHMjaHCKe Teopuje mopemehaja. Ilo pesyaratuma us [19]

cirenu na je:
1. HOpMa TAHCEHTHOr BEKTOpA v YMju cy modeTHu yciaoBu Ha KAM Topycy:
€ a2h «
[o* Ol = 375 (L0)er (0)][t + O(et) + O(1) (2.30)

3a meko a > 0. Omasne caemu na he ceu nowemmnu yeaosu wa KAM mopycy umamu

npubauacno ucme epednocmu F LI, ozmauumo ux ca F LIk Ap.

2. HOpMa TAHMEHTHOI BEKTOPa 3a PEeryjapHe pezonanmiue opbure je:

1
NG

3a Herko B > 0. A°™ je nuHeapHNM TPOCTOpP OPTOTOHAJNAH Ha HMenobpojam ckym A C

lo* ()] = ICATIY vr (0) [t + O(e7t) + O (p?) + O(Vet) + O(—=) (2.31)

Z" xoju medunume pesoHanTHy Mmpexy (1.9) rama k € A, nok je II) eyrkmmacka
npojexknuja Ha auneapuu npoctop A. Cp je nuHeapHUM OomepaTop KOjU 3aBUCU O
pesonanTHe Mpeske A u novernux nejcrasa I(0). Osmauubiemo ca FLI,..s BpeaaocTu

FLI 3a pe3onanTHe peryiaapue opobure mopemeheHor cucrema.

W3Bobemwa, moka3u u npenusHuje AeUHUIMje IPETXONHUX M3pa3a MOry ce mpoHahu y
[19]. Ipumernmo na ce FLI..s pasmukyje on FLI 3a naterpabuino Kperame U Aa je Ta
pasimka pena seamunae O(1). Taummje, mureapun oneparop CAII{™ y mspasy (2.31) u

Xecujan % u3z (2.30) ce pazmuryjy 3a O(1) 1j. CAIY" me Tewu % kana € — 0. Osa
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pasnuka 3ampasBo u omoryhyje ma momohy FLI merexryjemo pesonaniy, jep ce FLI..; u
F LIk Ap ounrnenso cucreMarcku pasnukyjy. VI konauno, F'LI 3a raomuurne opbume uma
Hnajeehy epednocm, jep opbuTa y TOM CIyYa]y €KCIOHEHIIMjaJHO JUBEPTUpa y OJHOCY HA
IIOYETHU TIOJIOKA].

Ha ropmoj caunu 2.8 npukas3an je CerMEHT cTangapaae Mane (Ie@UHUNIja OBOT MO -
esqa mara je y moriasipy 2.1.1). Ilomcerumo ce ma pe3oHaHTHE KPUBE Ha CTAHIADAHO]
Manu mMajy OOJUK eaurce, OTBOPEHE JUHUjE KOje ce MPOTERY On MOIE N0 TOPHE WUBUIIE
cauke npencrasbajy KAM Topyce, a HeOpaBWIHO pacyTe Tadyke y OKOJIWHU PE30HAHIIN
¥ OKoJuHE xXunepbonuuke Hecrabuune tauke (0,0) omrosapajy XaoTWUUHUM opOuTaMa.
U3 cBake obmactu GupamMo HEKy IOUYETHY BPEAHOCT 3a KOjy pauyHamo FLI: (0.01,0.0)
3a xaoTmuny obsact, (2.256,—0.04) mva KAM rtopycy, u taury ~ (0.64,0.0) 3a pesanTno
KpeTame.

Ha nomwoj cinumnu npukazana je mpomena Bpennoctu F LI 3a oBe Tpu Tauke 3a 1 =
1000. Tlouernu tamrentHEm BekTOD (v,(0),v4(0)) = (1,0) 3a cBe Tpm opbure. FLI 3a
XaOTUYHY OpOUTYy OUMrIeaHO HajOp:ke pacTe W mMa HajBUIIy BpemaHocT. Tpajexkropuja
ca KAM rtopyca m pe3oHaHTHA TpajeKTOpuUja MMajy Hupke Bpenuoctu FLI. Y cruamy
ca teopujoMm, F'LI naje pa3nuumre BPpEeIHOCTHU 3a OBa ABa ciaydaja. Beh mocne 100-nak
KOpaka mrepanuje, jacuo je ma je FLIgap > F LI cs.

Yumernuna na napopmanujy o npupoau opdbure F'LI naje Beh nmocise manor 6poja ur-
epanuja, 3HavYajHa je IPEeJHOCT y HYMEPUYIKOM CMUCIY, jep oMoryhyje na m3padyHamo
speauoct FLI 3a Benuku Opoj moueTHuUX ycjaoBa. Ako m3abepeMO PaBHOMEDHO pac-
nopebene moderHe yciiOBe Ha HEKOM ABOAWMEH3VWOHOM MHTEDPBAJY WJIM HA TPULY, PAUy-
HameM F'L] 3a cBaky Tauky rpuia OTKPUBAMO IUHAMUYKY CTPYKTYPY (a3HOr mpocropa,
yRBYyUyjyhu 1 ApPHOIIOBY MpEKY.

HoBuju pesynraru ykasyjy wa to na je F'LI oceTbuB u Ha PA3JIUUUTE BPCTE XAOTUY-
HUX opOuTa m na je Moryhie pasoTKpuTH QUHUjY CTPYKTYPY NPOCTOPA YHYTApP XAOTUYHE
obmactu ([49], [31], [16], [23]) ka0 mTO cy Ha mpumep CTabUIHE U HECTAOWIHE MHO-

TOCTPYKOCTH! Y pe30HAHIaMa KOje cy IpUKa3aHe Ha ciamkama 2.6 m 2.7.
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12

10

FLI

Cunuka 2.8: Ha ropmoj caunu mIpukKasaH je cerMeHT crammapaHe mare 3a € = 0.6. Ha momoj caunum
npuka3aHa je mpomena FLI 3a Tpu AMHAMWYKKA pa3anduTe OpOWTE HA CTAHIAPAHO] MAMU MOCTE
1000 mrepamuja. XaoruuHa opbura, uuju je modeHTHU noio:xkaj Ha Mamu (0.01,0.0), uma HajOpKY
npomeny. Opb6ura ma KAM rtopycy (2.256, —0.04) mma Behy pemmoct FLI om pe3oHanTHE Umja

je mouerna Bpemuoct ~ (0.64,0.0). Beh mocse memynux 100 xopaka urepamnuje, jaCHO ce yodaBa

Standardna mapa

400

pasnuka y nonamamy F LI 3a oBe Tpu opOure.
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MOAOEJI MAIIE 1 HYMEPUUYKHN PE3YJITATU

BEHE JTNHAMUKE

3.1 Iedurumnuja monesa

IMoenkapeos meTon npeceka ca nospimwuMa (1892) jenan je ox HAJIIIONOHOCHUJUX METOAA
KOJUM BU3yeJM3YjeMO CHCTEM Ca OBa CTeIeHa cJI00one; He TPeTUpPaMO IeIy Tpajek-
TOPHUjy, HETO CaMO H-€He CYKIECUBHE IIPECEKe Ca NaTOM IOBPINjy, YnMe ce mpobiaem pe-
OyKyje Ha IBOAMMEH3WOHY Mammy. Ha mcTtoMm mpuHIUIy, IpobJeM ca TpU CTemeHa ciaobomne
(n = 3) Moske ce penyroBaTu Ha IpobieM uverTBopoauMensuone Mame. Ca numeM na Hy-
MEPUYKN PEKOHCTPYUIIEMO U WIYCTPyjeMo muHaMukKy HexopomieBibeBe Teopeme mocMa-

TPaMO YETBOPOIMMEH3NOHY CUMIIJIEKTUYKY Maly ¢:

¢:R?2xT? — R?2xT?

(11512#;017(%72) — (I]ivjév</7/la(pl2)

rae cy (I1, Iz, ¢1,p2) HEjCTBO-yrao NPOMEHJLUBE TAKBE I je:
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O = o1 +10 (3.1)

oh = @2—Ir+ml;
s
sin )
I = I, -«
! ' (cos @) + cosgh + )2
I - I sin ph
1 =

(cos @) + cospa + ¢)?’

Wurerpabunna anpokcumanuja h ogrosapajyhe xamuaronujancke pyuruuje H (I, p) =

h(I)+ef(I,p) nepuaucana je ca:

12 I3
(I, Iy, I3) = = — 2 4+ m=2 + 23, (3.2)
2 2 3
a mopemehajua ¢pyurmuja f je obauka:
1
f= (3.3)

COs 1 + cos s + ¢
PasBoj ¢yurmuje f y ®Pypujeos pen umahe xapMOHUjCKe UIaHOBE CBUX PENOBA UNMMeE
je obe3bebena anamurnunoct Gyurmuje f. IIpomenmuBa @3 KOHjyroBana IpoMeHBUBO]j I3
oarosapa BpeMeHy. JemaH KOpak UTepaldje je IyH yrao IpoMeHe yria s. Ilapamerap
€ oxpebyje muTeHsurer mopemehaja, a mapamerap m OAroBapa MHTE3UTETY CTPMOCTU
¢yurnuje h. HexopomesireBa Teopema amanTupaHa je Ha OUHAMUKY CUMIIEKTUYKUX

mana y [20].

3.1.1 IIpoBepa ycioBa cTpMOCTU PYHKIHjE h

Banunnoct Tpujy ycaosa crpmoctu pyurnuje (3.2) npoBepaBaMo Ha OCHOBY oArosapajyhux

neduHMNUja U3 nmoraasipa 2.2.1.
i) Kowsexcnocm: yspmTasameM ¢yHEnuje h y uspas (2.15) mobujamo jenHauuny:
u? — (1 —2mly)u3 = 0. (3.4)
Koja he mMaTu TpuUBUjaTHA peIIema camMo y objacTu rae je
1
1-2ml <0< I, > — (35)
2m
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omakiue caema na je y obanacru I > 1/(2m) dpyurmuja h xoneexcna. Y obmactu rae

je I < 1/(2m) ycnos kouBekcHoCcTH Helie GUTH 3a,10BOJBEH.

1) Kxeasu-koneexcrocm GpyHKUUje h IpoBepaBaMO YBPIITABAILEM OBE (QYHIKU]E Y CUCTEM

(2.16). Omrosapajyhe jemnauune Gulie obauka:

uf — (1 —2mly)u3 =0 (3.6)

Ilul + IQ(mIQ - 1)’[,&2 + 27TU3 =0.

Jlako ce mokasyje na cucreM mMa TpUBMjaJHA pellema y obaactu rae je Is > 1/2m.

Ilakse, 1 yCiI0B KBa3U-KOHBEKCHOCTH je 3aI0BOJLeH y obmactu rae je Ir > 1/2m.
iii) VI xomauno, jennaumue kojuma oxpebyjemo 3-ctpyja ycaos ¢ymruumje (3.2) 6uhe:

u? — (1 —2mly)u2 =0 (3.7)
Liuy + IQ(TI’LIQ — 1)’(1,2 + 27mu3 =0

2mu3 = 0.

Y cnyuajy kana je m # 0, cucmem uma camo mpusujasra peutenas v = 0 u dynryuja
h sadosomasa 3-cmpyja ycaos wa yeaom domeny G. Y cynpommwom, mj. xada je m =
0 cucmem we 3a0060masa Hujedar 00 HABEOEHUT YCAOBA CMPMOCU (KOHEEKCHOCT,
KE8A3U-KOHBEKCHOCTN, HUMU 3-cmpyja ycaoe) U ArHAMUKa OBakBor cucreMa (m = 0)

M3J1a3u m3 KoJoceka cnope Apronnose mudysuje (onmcana je y [22]).

W3 nmocaenme Tavke 3akpbydyjeMo ma mapamMerap m 'yBoau CTPMOCT y cucteM; Behe
Bpenuoctu m noBiaave Behy crpmocrt. Taunuje, mapamerap m yBoau 3-CTpyja yCJIOB,
aJu He "W KOHBeKcHOCT. Ha Taj HauymH KOHCTPYHCAH je MOOENT y KOjeM ce MOJenaBa
MHTEH3UTET CTPMOCTH IIPOCTOM BapUjallljoOM IIapaMeTpa m.

IIpoBepa KOHBEKCHOCTH, KBa3M-KOHBEKCHOCTU U 3-CTPYyja YCJIOBa XaMUJITOHUI]AHCKUX
¢yHKIUja KOoje OM onroBapajie HEKOM DEaJIHOM CHUCTeMY, yMe na Oyne Kpajme HeTPUB-
mjasan 3amatak. TakBo mcnurusame obaBmeHo je y [44] u [45], rme cy mcnurama oBa
TPpU yciaoBa y obisacTuMa (a3HOr IpocTopa 3a ABe pamuinje acrepoumna. Vako je ko-
pumbien ynpomhien Mozxen XaMuiaTOHUjaHCKe (yHKIMje, u3pasu (2.15), (2.16) u (2.17)

OBOT' CUCTEMA MMajy Kpajie 3aMPIIeH OOJINMK U IPOTEXY Ce HAa HEKOJIMKO CTPAHA.
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3.1.2 Omnena uHOEKCA CTPMOCTU ¢(YHKIIHje 1

ITo Hexopomesny [39], unmexcu crpmoctu (medUHUNM]A MHIEKCA CTPMOCTH OAaTa je y
noriaBiky 2.2.1) KBa3W-KOHBEKCHUX (yHKIMja jeNHAKA Cy jeNAH, a WHAEKCH CTPMOCTHU
KOHBEKCHUX U cTpMmux (3—cTpyja) ¢pyHKmmja crporo cy Behu ox jeman. 3a dyHrmmjy h
u3 kKoje je m3Bemena mamna (3.1), unnekce crpmoctu gao je Guzzo u [24]. Bes ynaxema y
aHAJUTUKY ITOKa3a, mo3saheMo ce Ha eMy M3 OBOT PaJa HA OCHOBY Koje ce onu oapebyjy.

JEMA Hexa je h eaamxa gynrkyuja xoja 3adosomasa 3—cmpyja ycaos y mavwru I. Tada ce
undexcu cmpmocmu o, 00pelyjy na caedehu navun: ako je pecmpuryuja xKeadpamme Popame
n’ (I) na mexu auneapru npocmop A, 2de je dim\ = k opmozonaana wa Vh(I) nedezenep-
ucarna, maoda je ap = 1. Y cynpommom, o = 2.

Bunenu cmo ma h 3amoBosbaBa 3—CTpyja yCJI0B HEIET€HEPATUBHOCTU Y CBAKO] TAYKU
I. Takobe, h je kBasu-roHBekcHa y momeny rze je Is > 1/(2m). Crora he 3a cBako I
y obmnactu Iz > 1/(2m) unnercu crpmoctu 6utu o = ag = 1. 3a Iy < 1/(2m) nunnexce
ctpmoctu oxpebyjemo Ha ocHOBy seme. Y Berktopckom obmuky Vh(I) samucahemo kao
(Iy,—Iy + mI3,27). TlpocTop koju je oproronanan ma Vh(I) mepunucan je BekTOpUMa

(u1,u2,u3) KOjU 3a00BOBABAJY jeNHAUUHY
(ul,u2,U3)-(Il,—12+m122,27r) =0 (38)

nJjin

Ly + (=T + mI3)us + 27ugz = 0. (3.9)

Pecrpurrnuja kBamnpartHe Gopme h”(I) Ha JguHeapHU npoctop (3.9) mma mBe CONCTBEHE
Bpemaoctu: 1 u —1 + 2mly. Kana cy obe oBe BpemHOCTU pa3juyuTe O HYJIE Tj. Kamda
je =14+ mly # 0, cucrem je nedezenepucan. Axro je —1+ 2mly = 0, omrocuo Iz = 1/(2m)
cucreM je Odezenepucan. Ha ocHOBY seme ciemu ma je ae = 2 Ha upasoj Ix = 1/(2m),
a ay = 1 3a Iy < 1/(2m). Taxobe, mocrojalie npasmu A\, TakBu ma Cy PECTPUKIU]jE
kpagpaTae popme h' (I) Ha A meremepucame dymxmmje 3a cako lo < 1/(2m). Crora
he ma ocmoBy neme y obnactu I» < 1/(2m) mmnekc crpmoctu op outu oy = 2. Ha
OCHOBY TPETXOMHOT PE30HOBama O3HAKA 32 CTPMY KBA3U-KOHBEKCHY ODJIACT y KOjO] Cy

oba WHOEeKCA CTPMOCTU ] = (g = 1 je:

Dy = {(11,12) 21y > %}, m }é 0. (310)

54



CrpMy HEKOHBEKCHY obiactT rme je a; =2 u as = 1 o3maunhemo ca:

1
Doy ={(Ii,I2) : o < 5}, m#0, (3.11)

a mpaBy Iy = ﬁ Ha KOjOj je CUCTeM mereHepurcaH, a 06a MHAEKCA CTPMOCTUA (i = Qig = 2,

o3HaumheMo ca:

D22:{(11,12):I2:%}, m;éO (312)

IIpumernmo ma cy y cBakoj onm HaBenenux obmactu Dy, Doy m Doy uHIEKCU CTPMOCTH
KOHCTAHTHU, Tj. HE 3aBUCE OJX mapaMeTpa 1M, IPU YeMy Cy OUHAMUYKA CBOjCTBA DA3JIU-
yurta. Beh je momenyTo ma je cucrem HajcTabuiHUju y KBa3U-KOHBEKCHO] obmactu D11,

WTO je HyMepudku noTBpheno y [24].

3.1.3 KRoedumnujerntu crpmoctu (), u mapamerap m

3a pa3iuKy O MHAEKCA CTPMOCTH, KOjuMa je mocBeleHO mocTa maKme y JIUTepaTypu, Ko-
epummjentu crpmoctu Cy, (mormematu medpuHUnMjy y moraasiny 2.2.1) Tj. BUXOB yTHOA]
Ha cTaOMJIHOCT HUCY 3HAYajHUje ucrpaskeHu. Hexopomes ce KoepuiyjeHTIMa CTPMOCTHU
G6asu y pany u3 1979. romuue [40], rme je mokazao ga ce HUXOB YyTUIA] HA CTAOUIHOCT
IpOBJAYM MPEKO mapaMeTrpa £g. ladnuje, rpaHnyHa BpeqHoCT nopemehaja €g 3a Kojy ce
npumenyje HexopomesibeBa teopema, 3aBucuhe on roedpunujenara Ci,...Cp—1 HA BPIO
3aMpIIeH HauuH npeko Jak 16 4+ 2(n — 1) paznauuurux napamerapa. ¥ 3MeMo Ju y 063up
YMIHEHNNY Oa [eJOKynHa Teopuja mopemehaja, yrmyuyjyhum nparehe mexanmsme Kao
mWTO je Ha mpuMmep (GeHoMeH crnope ApHouxoBe mudysuje, 3aIpaBo BasKM 3a Maae BPEI-
HocTu nopemehaja €, ucnuruBame yTunaja KoepunujeHaTa CTPMOCTH Ha £y CBAKAKO HUje
Oe3HayajaH UCTPAKUBAYKU 33JaTaK. 3aMHTEPECOBAHU CMO Ma Ca HYMEPUYKOT ACIEKTa
UCIUTAMO YTUIA] KOe(pUIUjeHaTa CTPMOCTUA HA TYTOPOYHY CTAOMIIHOCT CHCTEMA.

Y mamem momeay (3.1), mapamerap m 3asucu on koepunujenra crpmocru, Cp. Wiayc-
TpoBaheMo 0By Be3y y mapemuoMm meay. [locmMarpamo mHTErpabuIHy XaMUITOHU]AHCKY
¢yuruujy (3.2) u npomenmuse (I, Iz, I3) y cTPMOM HeKOHBEKCHOM moMeHy Iz < 1/(2m).
Y mpeTxomHOM IOTJIaBJ/bY IIOKA3aHO je Ia je y OBOM IOOMEHY MHIEKC CTPMOCTU 1 = 2.

ITorpebHo je matu oueny onroBapajyher roedpunujerra crpmoctu Ci. Meby nuneaprum
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npocropuma A uuja je mmmensuja dim A = 1 u oproromamau cy Ha Vh(I) mocmarpamo
OHAj KOJU je T'€HEPUCAH jeIVHUYHUM BEKTOPOM U TAKBUM 14 je u% — ug(l —2ml3) =0 Te

3a CBAKO 7) BayKU:

[IAVA(I +nu)| > mip|uz|® =
3
9 2w
= m’r]
V872(1 —mla) + (11— 2mly — Ir(1 — mly))2

OaKJe cilenu na je:

2w 3
VBT (1 —mly) + (VT —2ml — (1 — mfz))Q) |

0<Clgm(

IIpumeTnmo ma cMO y IPETXOIHO] OIEHM pa3MaTpaji caMO IPOMEHY MAaJX NMEHU-

Jana Ha JereHepUCAHOM MpPAaBIly KBAIPaTHE (GOopMe
R (Du-u = u% - ug(l —2ml;) = 0.

Ioma rpanuna 3a C; nobuja ce us npasua |h”(I)u-u| kKoju HAje KEreHEPUCAH U UMa MAJLy

BPeMHOCT y omHOCY Ha m|us|>.

3.2 ApHoJsnoBa Mpeska MoOeJsia

ApHonnoBa Mpeka ce MPOjeKTyje Ha MPOCTOP (PPEKBEHIM]a Y PE3OHAHTHY MPEXKY AePuH-

ucaHy ca:
D kiwi=0, i=1,..n. (3.13)
2 2 3
[Mpumemena va XamMuaTtonujau h = 171 - 172 + m%? + 273 jemmaumua (3.13) mahe onmru

o6nmk pesonannn y cucremy (3.1):
ki Iy + ko(mlIz — Io) + 2kzm =0 (3.14)

KOju mpenacraB/ba pamMuiujy mapabdosna rana ki, ks, ks € Z™. Ilpumermmo ma 3a m = 0
napabosue y u3pasy (3.14) ryGe KBaapaTHU WiIaH U & Cy Tala PE30HAHIE IePUHUCAHE

haMuUIMjoM IpaBUX
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klfl - kg]g + 2/€37T =0. (315)

Cnuuno [loenkapeoBuM mOBpHIMMA U CTAHAADAHO] MAIM, TUHAMUKY CUCTEMA MOCMAa-

TpaMmo caMoO y paBHU S

S ={(I, 12,1, ¥2), (¢1,92) = (0,0)}

KOpunIhemeM cBojcTaBa Op3or mHAuKaTtopa JbamyHoBa.

3a peryiapHe TPajeKTOpHUje BakM Oa Cy WIM pe3oHaHTHe miuu cy Ha KAM topycy.

1.) Yronuko je meka Ttauka x € S Ha PE30HAHTHO] TPAjEKTODUjU, KPETAHmE je mepu-
OJIMYHO, T€ CE CBAKU IIOHOBHU IIPOJIA3 TPAJEKTOPUje KPO3 paBaH S memaBa TAYHO y TAUYKU
x.

2.) Yromuxko je tauka x € S Ha KAM rtopycy, kperame HUje IEePUOANYHO, U TPAjeK-
TOpUja MPAKTUYHO BUIIE HE MPOJIA3U U KPO3 TAUKY .

Cuenu 3ak/byvak la CBaka Tauka paBHU S Ha jenuHcTBeH Hauud oxpebhyje Tpajek-
TOopUjy: jemHa Tauka -jemHa Tpajekropuja. OBo mpasuio ce MehyTum He omHOCH Ha
xaoTuyHe opbure. Buine myra je moMeHyTO na ce HECTAOUIHOCTY HEMHTErDAOUIIHUX CUC-
TeMa 3a MAJO €, OUEKYj]y Ha CKYILy KOjU je KOMINIEMEHTADAH CKYIy PeryjJapHux opoura
Tj. Ha APHOJIOBO] MpEXRU, YHYTap KOje IOCTOje XUIepOoInUKe CTPYKTYpe, cTabuiine u
HecTabunre (KOje CMO OMMCANM Y MOTJIaBidby 2.3), KojuMa ce OBeé HEeCTAOUIHOCTU TEeHEp-
nmy. Jlakme, TpajekTopHja ca IOUYETHUM YCIOBMMA Ha APHOJIIOBO] MPEXRU Y CBAKOM
cnenehem mposacky Kpo3 paBaH S MOXKe a Ce IOMEPU 3a HEKYy MaJjly BPEIHOCT.

C o63upom na FLI naje pazmuuure Bpennoctu 3a KAM /pe3oHanTHO/Xa0TUIHO Kpe-
Tame, Mol hemo na meTexkTyjeMo CTPYKTYpPY Ipocropa pauyHameM F LI 3a cBary Tauky
T Ha TPUIAY MOYETHUX yCJIOBA M3 HATOT CerMeHTa paBHU S.

Ha Taj Haunn nobujene cy ciuke 3.1 Ha KOjuUMAa je HAT IPUKA3 PE30HAHTHE CTYKTYpe
IOCMATPAHOT MOJEJAa, a UCTOBPEMEHO U CTPYKTypa ApHoamose Mpexke. CBaka On CIUKa
nobujena je pauyHameM Bpeanoctu F LI 3a 500 x 500 Tauaka paBHOMEPHO pacmnopebherux
ua cermenty (I, Iz) = [0, 7] x [0, 7]. Bpeme nrepannuje je T = 1000, napamerap ¢ purcupan

je Ha ¢ = 3, a IOYETHU TAHT'€HTHU BEKTOPU CY:
(1)]1 (0)7 VI (O)a Vpy (O)a Vo (O)) = (L 17 05(\/5 - 1)a 1)
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- Tauke Ha XUNEpOOIUYKUM CTPYKTypaMa pe3oHaHUU (CTAOWIHUM U HECTAOWIHUIM )

nmMajy HajBehy Bpennoct FLI. Ha caunu 3.1 oBe Tauke 0b0OjeHe Cy y KYyTO.

- Opbute sa KAM rtopycuma mmajy HemTo mMawmy Bpennoct F'LI. Ha caukama 3.1

O3HAUEHE Cy NPBEHOM O0jOM.

- Pesonantae opbure nMajy HajHmky BpenHoct FLI n Ha cimkama 3.1 60ojuMo ux y

TaMHO IIJIaBO.

Cpaka on HIeCT CJWKaA TOPUKA3yje Ne0 paBHU S 3a PA3IUYUTE BPEAHOCTU 1M WIU €.
Crama 06oje ca Bpemmoctmma F LI nmara je mcmonm cBake ciamke. Ha cBuM ciaurama y
JIeBOj KOJIOHU, mapamerap mopemehaja mma maay Bpenuoct € = (.03, cucrem je cradu-
naH, noMmuHUpajy peryinapae KAM opGure (upsena mosamuna), a pe30HAHIE U HUXOBA
XAOTUYHA OKOJIMHA (3KYTH HEO0) 3ay3MMajy PEeJATUBHO MAJU HEO IPOCTOpA. 3a OBaKaB
cucTeM KaxkeMo na je y Heropowesmwesom pexmcumy, Toe Cy Pe30OHAHIE jaCHO pa3IBOjeHE
(ka0 ma caumm 2.4). Ha ciurama y mecHoj rononu mapamerap nopemehaja mma Behy
Bpenuoct ¢ = 0.1. Ipumehyjemo Behy momumanmjy xaotmunnx (;KyTwx) opbura, Kao u
na ce 6poj KAM ropyca (upBeHu meo) 3HAUYAjHO CMAmUO. Pe30HaHIE HUCY jacHO pasi-
BOj€He KaO0 Ha CJIMWKaMa y JIEBOj KOJOHU, HErO Ce MpEeRJANajy U CTBapajy BeNy XaoTudHy
obmact. 3a oBaKaB CUCTEM KaKeMO Ha je y UUPUKOBILEBOM AUHAMUUYKOM PEXRUMY. Y
ropmeM peny napamerap crpmoctu je m = 0. CucrteM HUje KOHBEKCAH, TAYHUj€ HE 3a,/10-
BOJbABA HUjeJAaH OX TPU HaBedeHa yciioBa crpMmoctu. OBne ce ouekyje 6p3a gudysuja
Ha onpebenoMm ckymy pesoHaHIU Koje GpopMmMupajy Taxko3Bany 6psy mpexcy. Ciydaj rana
je m =0 u dpenomen 6p3e mudysuje Hymepuukn je ucrpasken y [22]. IIpumernmo na cy y
OBOM CJIydajy pe3OHaHIe IpaBe JuHuje nedunucane jemmaumHama (3.15). IlBe cauke y
cpenmeM peny nMajy Hemo Behwm nmapamerap crpmoctu m = 0.1, mTo ce Manudpecryje Ha
0o0JIMK pe30HAaHIW- MOoCTajy 3akpuBibeHe. ObOIacT mpuka3aHa HA OBe ABE CJIUKE je CTpMa
U HEKOHBEKCHA, Tj. mpunana noMmery Dp;. HajcrpMmuju ciyuaj mpuka3aH je Ha OOHmE ABE
cauke e je mapamerap m = 0.3 u rme je eBUIOEHTHO na Cy Pe30HAHIE NapadoIUYKOT
obnmka. Takobe, mopen cTpMor HekOHBEKCHOT moMeHa Dy (MCHIOI MCHeknmaHne JIUHU]E),
HA CJIMIY je BUIJLMB U NE0 CTPMOI KBa3W-KOHBEKCHOr noMeHa Di; (M3HAX WcInekunane
muuuje). I'panuna usmehy ose mBe obiacTu 0O3HAUEHA j€ 3KYyTOM UCIPEKUAAHOM JIMHU)OM

I, = 1/2m Ha K0j0j je, KA0 WTO je IOMEHyTO, CuCTeM JereHepucad. Ha obe ciuke y mOH-
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Cuura 3.1: Momexn (3.1) mobujen nmomohy FLI 3a 500 X 500 Tauaka paBHOMepHO pacunopebenux
Ha cermenry (I1,Iz) = [0,7] x [0,7]. Bpeme wurepamuje je 1000. Ilpeerna obGmact mpencrabiba
crabunne opbure Ha KAM rTopycmma, MOk :KyTe 00JacTU HPEACTABILA]Y PE30HAHTHU CKYI KOJU
KCTOBPEMEHO PeduieKkTyje CTPYKTYpY ApHOInoBe Mpeske. Ha meBum ciaumkrama Bpensoct mopemeliaja
je mana € = 0.03 te momuuupajy peryiaapue KAM opbure. Ilecue cauke umajy Behy BpemmocT
nmopemehaja € = 0.1 mro mompunocu Behem 6pojy xaoTuurux opbura. [lapamerap crpmocTu Ha
ropwmuM caukama je m = 0, y cpeamweMm peany m = 0.1 u m = 0.3 3a mgome OBe CJIUKE MITO CE

pedrerryje Ha OOJUK PE30HAHNIM, OHE IIOCTA]y MapaboIIMJHe.
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jeMm pemy, jacHO Pa3JUKYjeMO 1a je KBa3u-KOHBEKCHU meo D11 M3HAM UCIPEKUIaHE JIUHUI]je
crabuiaHuju Tj. uMa Bume cTabuwiHux npeeEnx KAM topyca o1 HEKOHBEKCHOI CTPMOT
nesna Doy, ucnon ucnpekunane gunuje. OBa pas3inka je HEIITO OYWTJIEAHUjA HA IECHO]
cauiy, rae je cucreM xaornunuju. lomwm nmap ciamka tuMme norepbyje HexopormessbeBy
npernocTaBKy o Behoj crabusHOCTU KBa3u-KOHBEKCHUX ¢yHEIUja. [lopebeme munamwuke

y obmactuma D11 u Do, 3a uctu momen o6jasieno je y [24].

3.3 JImaamuka 1-1 pe3oHaHIie

Peszonanna umjy mmHaMUKY IOCMaTpaMO y CTPMOM 3—CTPYja HEKOHBEKCHOM IOMeHY Dag

onpebena je kombunammjom k1 = 1,ke = 1,k3 = 0 y uspasy (3.14) n uma obaux:
mIi — I +1; =0. (3.16)

Ckpahena o3saka oBe pe3onamnie je 1 —1. I[Ipomena mejcraBa Ha pe30HAHIM OABUja CE IO
TAKO3BAHOM IpaBIly 6p30r nomepama nedpunucanor ca (ki, ko) tj. (1,1) y namem cayuajy.
IMonoskaj npase (ki1, k2) y omHOCY Ha pe30HAHIly 3aBUCUlle O CBOjCTABA XAMUJITOHWI]aHCKE
¢yuruje h. Konsexcnocm ¢yuriuje h 06e36ebyje ma npasar 6p3or noMepama 1 IpaBall
pesonanne O0yny mebhycobHo opmozonasnu. Kom nexoneexcrur (GyHKIUja, TIOCTOjU CKYII
PEe30HAHI YKMjU Ce MPABAIl NOKAGNG CA MPABIEM OP30r mOMepama, IMITO MPOU3BOIU Op3e
npouyece Jugysuje. Y HaIleM Ciydajy CUCTEM je HEKOHBekcaH 3a m = (0, m pe3oHaHNA
(3.16) mesxm ma mpasmy (1,1), mTo Kao pesynar maje ekcTpeMHO Gp3e mpouece nudysuje
Iy: oBe pe3oHaHIe. HamoMumemo ma y ciaydajy kana je m = 0 camo pe3onanna 1 —1n
meHe 27 PeIuKe oAp&aBajy 6p3y madysujy Gopmupajyhnm t38. 6pay mpexcy.! Ocrame
pe30oHaHIEe UMajy crnope Mexanusme nudysuje Apuonnosor tuna [22]. Cauka 3.2 neso, Ha
K0joj je mpukaszan neo pasuu (I1, [2), wiaycrpyje oBaj ciyuaj kana je m = 0. ;Kyra nununja
KOja Ce MPOTE:Ke CPEIUMHOM CIUKE IpeacTaBsba pe3oHanny 1 — 1, a mpasar 6p3or mome-
pama o3HaueH je crpeaunoMm. C 063upoM na je KOJIMHeapHa ca IpaBIeM OP30r MoMepamba,
OUeKyjeMo panuaHy qudy3ujy Aysk oBe pe3oHanne. HexopomeB oBakBe pe30HaHIlE HA3UBA

KaHAJIUMA CYTIEPIPOBLUBOCTH (0 KojuMma je Ouio peun y noraasmpy 2.2.2). Kana m pacre

13nauaj 6p3UX Pe30HAHIN OTJIENa Ce M Y TOME MTO 61 HUXOBO €BEHTYATHO TPOHATAKCH € ¥ OKOJIMHI
3emme n y CyHUEBOM CHCTEMY HOBEJIO OO 3HAUAJHUX YIITEAA €HEPruje NPUIUKOM JAHCUPAHa U TPAHC-

oopTa CBEMUMPCEKUX JieTejauna.
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Cunura 3.2: 3a Heronsercan cucteM m = 0 (1eB0) mpasal Gp30r HOMepama O3HAUEH CTPEJULOM
IpOTEsKe Ce Ny’ PE30HAHIE IITO m3a3uBa Op3y mudys3ujy. 3a m = 0.3 pe3oHaHna u npasarn op3e

nudysuje rybe mehycobHy KOIMHEAPHOCT WITO Ce OApaskaBa Ha yCHOPEHe Ipoueca Audysuje.

(cnuka 3.2 mecHO), pe30OHAHNA Ce 3aKPUBJLYje, a mpasan op3e audpysuje (1,1) ce He Mema.
Pesonanna 1 — 1 u npaBan /1 = Ip Tako rybe KONMHEAPHOCT M nudy3uja Ly>K DE30HAHIE

1 —1 ce ycnopasa. He caumnu 3.2 necmo mapamerap m = 0.3.

3.4 Augaropuram 3a pauyHame KoepuiujeHata miudy3uje

Anamuruukn Momesn ApHonmoe mudysumje 3a ommrtu ciaydaj He mocroju. Crora hemo
¢peHoOMeH IoMepama NejcTaBa Ha PEe30HAHNIM IIOCMATpaTH CTATUCTUYKU. TadHuje, Kpe-
Tame Ha ApHONNOBO] Mpesku umahe kapakrep OpayHOBCKOr kperama. Ocmamajyhu ce
Ha Meroze mpeysere u3 [29], [21], [9], pauyHaMo koedumUjeHTe AUPy3Uje HA OCHOBY

cneneher amropurMma.

- Ha pesonanuu xojy mocmarpamo (y Hamem ciydajy pesoHanmm 1 — 1), Gupamo N

XaOTUYHUX OpOuTa.

- Opbura je xaormuHa, ako je 6p3m maaukarop JbamyHoBa 3a Ty obuty Behwm on

FLI > 1.5t 3a Heko BpeMme t.
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- TloueTHu monoskaju TpajekTopuja Jexke y paBHU
S = {(I1, Iz, 1, ¥2), (¢1,02) = (0,0)}

- Bpmwumo urepanujy mane (3.1) onpeben 6poj myra.

- TlocmaTpaMo BpeIHOCT cpeimer KBapaTHOT ocTojama aejecrasa 11 (t), I5(t) y ommo-

cy ma nouerne spennoctu I1(0), I3(0), rne i = 1,...N.

1 i i i i
Si(t) = N (I3(t) = 13(0))* + (I3 (t) — I1(0))* (3.17)
i=1,N
- Jluneapuu tpenn Benuuune S1(t) y BpeMeny ¢ mepuHMIIEMO KaO Koeduyujenm ou-

dysuje D.

IlocToju 1 gpyru HauywH 3a payyHame [, IPUKIATHUJU 3a Oy:Ke nTepanuje. bBe3 yman-
jema OIMTOCTH, YMECTO IeJUX TPajeKToOpHja, IMOCMaTPaMO CaMO PECTPUKIN]Y KpeTama
Ha paBaH S. Koepunujentr nudysuje D Taga padyHaMO KAO JIUHEADHU TPEHI BEJIUUUHE
Se roe je

1

Sa(ndt) = > (La(t) = 12(0))* + (I (t) — 11(0))*. (3.18)

"ol +ehl<o
Bpeme urepanuje nonemeno je ma ompeben 6poj momuntepsana At. Bpoj opbura koju
y TOKy n—Tor mHTepBaJja npobhe kpo3 pasan S o3Hauwmiau cmo ca M,. Ilpomacuu tpa-
jekropuja Kpo3 paBaH S OAroBapajy yCJIOBY Oa yIrJIOBA OAroBapajyhux Tpajekropuja
3a/10BOMbaBajy HejemHakocT |¢f + ph| < o. Ilpecek TpajekTopuje u pasHum S 3ampaBo
oarosapa yciaoBy (1, 92) = (0,0), anu ¢ 063UpoM 1a NPOJIACKE AETEKTYjeMO HyMEPUYKH,
bulie mOBOJLHO na Tpajekropuja npobhe Kpo3 HEKY ¢ OKOJVHY PaBHU S, 3a HEKO JOBOJLHO
MaJIo o.

Benuunne S; m Sy cy ompas umcror ¢eHoMEHAa M OUeKyje ce na Hajy NprOImKHe
BpemHOCTH KoeduijeHara nudysuje. Y KOJIUKO OBE ABE BeJWUNMHE IOYHY [a Ce  Pasu-
naze’ (06MUHO y ciaydajy jako cmope audysmje Kaga CMO HA TDAHUIN TAYHOCTH), UMAMO
HATOBEIITA] na pe3yJjiar MokeMo ombanutu kao Hemoy3nmadH. Crora, Behe pasmuke oBux
IOBajy HaUYWHA Y pauyHamy [ yjeIHO KOPUCTMMO M KAO0 KPUTEPYJYM OI€EHE TAYHOCTU

koedunujenara nudysuje.

62



OCHOBHI KPUTEPUjYM 3a OLlEHY TAYHOCTU KoepuirjeHara nudysuje UMak je KBAJUTET
JIMHEapHOT TPEHAa IPOMEHJBUBUX S1 U S KOju ce gobuja padyHameM oaromapajyhmx
roedunujenara kopauanuje. 1lto cy BpennocTu koedunujenara kopeaanuje oawxu 1, To

he n kBanuTeT M3pauyHaATUX KoepuuujeHara qudysuje D dburtu H6ospu.

3.5 Pauyn koedunujenara mupysuje D(c) 3a puxcupany

BPEOHOCT IIapaMeTpa CTPMOCTHU m

Beh cmo ce ymo3rHasnu ca MOZesIOM IPOCTOPA U YWEHEHUIIOM Oa IapaMeTrap m IUPEKTHO
peryuiie MHTEH3UTET CTPMOCTH y CUCTEMY, Kao U na Beha CTPMOCT moapasyMeBa OpKy
crabunnzanujy cucrema. Tarkobe, pedeHo je m nma ce yTuuaj mapamerpa m Ha cTadu-
JIM3anujy ONBWja IPEKO BPETHOCTU £) KOja j€é CBAKAKO jelHA OX KJbYYHUX OApETHUIA Y

Hexopomesmesoj onenn Bpemena cradbunnoctu (2.14).

Bapujamujom mapamerpa m oOdekyjeMO Ia ce BPEIHOCT €KCIOHEHIUjasiHe (DYHKIVje
y HexopomeBibeBoj olleHM Mema. JelaH O OCHOBHUX 33JaTaka Te3e je Oa Ty IPOMEHY
HYMEPUYKY nomepoumo. ExrcnepuMeHTe M3BOANMO y CTPMOj HEKOHBEKCHOj 00JacTH KOjy
cmo o3Hauwmau ca Dyy. Hajupe mepumo nudy3ujy 3a pasnauuumre BpeqHocTtu nopemehaja
€ KaJa je BpeqHocT m ¢urcupana. IlormaBpaMo oBaj mOCTyHak 3a HeT PA3JIMUYUTUX BPEI-
HOCTHM Iapamerpa m, odekyjyhm na ce mosehamem mapamerpa CTpMOCTH AUQYy3HUja Ha

pe3oHaHIu bpoce ycnopasa.

Pesynraru npBor 6i0Ka exkcreprMeHaTa 3a IOjeIMHAYHE BPEIHOCTU M IPUKA3AHU CY
Ha ciaukrama 3.3-3.13, a o0jenumeH pe3ynaTaTr cBUX KoeduirjeHara DD nar je Ha Ciaumu
3.14. 3a cBako m, MHTEpPBAJ y € 3a Koje pauyHamo D ce pasawukyje. 'opma rpanuna y
€ je ompebena 6p3mHOM opbuTa. Y TaKBUM ciayvajeBuMa opbuTe BpJao Op30 m3mase u3
pesonanne 1 — 1 u 3anouumy raobanny audysujy, Te je mOoTpebHO 3ayCTAaBUTH PAYyH Y
TPEHYTKY Kaa qu(y3uja n3ryOu JIOKAJIHU KapaKTep, HITO je YeCTO HEeAOBOJHHO IyT UHTEP-
BaJI 3a IOy3aaHy oueHy koedurujenara D. loma rpannna 3a € onpebena je cnopomhy
nudysuje. 3a Majie BPEAHOCTU & mudysuja ce IO Te Mepe yCcmopaBa, Ia je 3a HeHy
JeTeKNnujy MOTpebHO jako Iyro padyHCKO BpeMme, kKoje je pena semmumue 10 — 1010 xo-

paka mrepamuje. Y TaKBUM CJIydajeBUMa je 3a CBaku on koepunujeHara D moTpebGHO
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Ol HEKOJUKO maHa 0 Herosuko Hemesmba CPU Bpemena. Takobe, 3a majsie BpemmocTu
€, €BEHTYAJHO HArOMWJIABAIE TPEIIaKa 3a0KPYyIJbUBAIKA MOYKE MPOU3BECTU HOTPENIAH
pe3yJiTar, Mako CBe IPOMeH/uBe purypumy y aymiaoj tausoctu. Crora he roedumnu-
JEHT KopeJanuje CBaKaKO OUTH NpecymaH mapamerap 3a OLEHY KBAaJUTETa JIMHEAPHOT

TpeHIa Cpenme KBaApaTHE IPOMEHe aknuja Tj. koedunujenta D.

PeneBanTtHu myMepuuku mapamerpu y pauyHy D 3a cBako m gatu cy y Tabemama
3.1-3.5. Y mpBOj KOJOHU maTa je BPETHOCT mapamMerpa € 3a kKojy pauynamo D. DBpoj
opbura N um ykynHo BpeMe urepanuje I, natu cy y Apyroj u tpehoj KosoHKM pecrek-
TBHO. 3a kKpahe Bpeme mrepamnuje y mpuiannu cMoO 1a m3abepeMo BEJIWKU y30pPak, jep
BeJUKM OPOj MOUETHUX YCJIOBA CBAKAKO Aaje 0ObM KBAJIUTET JUHEAPHOT TpeHma. Me-
byrumMm, ycnopaBame qudysuje IpoaykaBa 1 BpeMe NOTPeOHO 3a HEHY NeTEKIH]jy, Te Ou
BeJIMKM OpOj HOYeTHUX OpOMTa jOII BUIlE AOIPUHEO CIOPOM nobmjamy pesyiarara. Tako
3a Mame € Ompamo Mamy y30pak kKoju he outm pena Benmunue 100. 3a cBaky opbury
KOja yuecTByje v pauyHamy D pauyaamo u FLI. Munumanaa 1 MakCuMaJHa BPETHOCT
FLI 3a ckyn modeTHUX IejcTaBa IPUKa3aHA je y HapegHe IBEe KOJIOHE, a Bpeme t 3a
roje pauynamo FLI y cunenehoj komonu. IlomaBmamo, ma 6m opbura Ounra KOBOJBLHO
Xao0TUYHA 3a TMOoy3aaH pauyH D, morpebuo je ma onrosapajyha spenuoct F LI 6yne Beha
ox 1.5t. VI3 cBake on met taberna, jacHO BUAMMO A& IU(PY3U]y PaduyHAMO caMO U3 opbura
KOje UCIy’maBajy oBaj yciaoB. Koedunujertu kopenanuje, OCHOBHA KPUTEPUjyM TAUHOCTHU
pe3ynara D, matm cy y ceaMoj KOJIOHH. JoII jemaH on edeKkaTa CTPMOCTHU j€ M3MEIITAHe
xumepboMnUKe CTPYKTYPE ca pe3oHaHTHe mapabosie. 3a OHEe BPEIHOCTU M U € 3a KOje
je oBa pa3ivKa NPUCYTHA, AATa je W HEHa BPETHOCT y KOoJOHW 8. Bume peunm o oBoMm

¢penomeny 6buhe y morsmasmy 3.7.1.

Ha caukama 3.3-3.12 npurasane cy mpomMeHe Beauunna S1 1 So KOje CMO Te(pUHUCATIA Y
morsnaBmy 3.4 y omrosapajyhum Bpemenmma wmreparmje. JIluHeapHU TpeHA TPOMEHJLUBE
S1 rojer cmo o3Haumau ca Dgy ynucar je mopen oxrosapajyhumx Bpennoctu. Ilopen
IpOMeHJbUBE Sy KOja TpeTupa PEeCcTPUKIN]y KpeTama Ha paBaH dejcTaBa, Takohe je yii-
ncana nobujeHa BPEOHOCT JIMHEAPHOT TPEeHIa, KOjy cMo o3Hauumaum ca Dip. Bpemmoct
mapaMeTpa € IaTa je U3HaJ CBake IOjeqWHAYHE CIUKE, & BPETHOCT ITapaMeTpa m Koja je

y OBOM OJIOKY eKcliepuMeHaTa (UKCHUpaHa, U3HAJ OAroBapajyhe rpyue ciamka.
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Pesynrar pauyHa koedpunmjeHara mupy3uje 3a m = 0.001

Koe¢punujente mudysuje xkana je m = 0.001 pauynamo 3a 16 pazanuuTux € y UHTEPBAILY
e=1[9-10755-10"%. Oanrosapajyhu mymepuuku mapameTpu matu cy y tabemu 3.1, a
npomenmuse S1(t) u So(t) u nobujenu koepunujenTu MUdy3uje IPUKAZAHA CY HA CIUKAMA
3.3 u 3.4.

IMocnenme nse BpexsocTu D, kana je e = 107° uw e = 9- 1076 ma caumu 3.4 nesxe Ha
rpaaunu taydoctu. OBme cMo 360r 6oJbe MperyiefHOCTH BeauduHe S| U Sy MpUKa3an
Ha pas3auuuTuM cjiaukama. Ha ciaunwm 3.4 3amaskamMo na 3a € = 10~° mudysnja IoOUnEe
tek mocie 4 - 10% xopaka, a 3a ¢ = 9-107°% mocme 10° xopaka urepamuje. OBaj ederat
BUIJLUB je CaMO Ha MOmUM camkaMa 3a € = 107° u e = 9-107% 1j. u3 mpomenmuse
Sa(t), mox m3 mpomenssuse S1(f) (cpemme OBe CIMKe) JIOKAJIHE OCIHUIAIVjE IPUCYLLY]Y
oBaj edekart, Te HUje Oaml HajjacHUje y KOM TPEHYTKY nounme nudysuja. CBe BpegHOCTU

D xoje oarosapajy € mMameM O OBUX, OJ0AYEHE CY.

Pesynrar pauyHa koepunujeHara madysuje 3a m = 0.01

Y mpyrom 610Ky padyHama D) BpemHOCT mapamMeTpa CTPMOCTH je (UKCUpaHA HA 1M =
0.01, a urTepsax € € [6-1075,0.005] rae je mspauynato 19 koepurmjenara mudysuje.
Ogrosapajyhu napamerpu matu cy y Tabenu 3.2, a nmpomMeHsmuBe S; u S Ha OCHOBY
Kojux cMo mobuau D, Ha caumkama 3.5 u 3.6. 3a BpemuocTu € Koje cy mawme ox 0.0005,
edexar 'Oexama’ XunepboOINYKe CTPYKTYyPE Ca PE30HAHIIE IOCTAaje eBUIEHTAH, T€ 33 OBE
BpenuocTu € pasiuke Aly, ynucyjemo y ocmy kKoJsiony rtabene 3.2. Ha npsoj caunu rae
je € = 0.005, IUHEApHW TpeHI IpPOMEHBUBUX S1 u So oxcyTaH je 3a t < 10° 1j. 3a
t < 105 mmamo camo JIOKaJIHE OCHMIIATIUje KOje He MOKEMO TOUCTOBETHUTU Ca Au(y3UjoM.
Hudysuja mounme Tex mocae 108 urepammja, ama 3a t ~ 3 - 10° merke opbure mpenase Ha
Ipyre pesoHaHne, midysuja mocraje TIobaTHa, Te je padyH 3aycTaBibeH mocie t = 3 - 100
uTepanyja.

Ha caunm 3.6 nmpukasana je mpoMeHa BeauuumHa S, Sy U oarosapajyhu JguHeapHU
tpenn 3a ¢ = {0.0001, 0.00009, 0.00008, 0.00007,0.00006}. M ome cmo 360r Gome mpe-
rnenHoCcTH, S1 1 So Pa3ABOjUIIM HA PA3IWYUTE CIWKE. BpemeHa mrepamnuje cy U3pas3UTO

nyra, kpehy ce y matepsamuma 10° — 1010 kopaka. Taxobe, 3a ¢ = 0.00006 mudysuja
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noumme tek mocie 2 - 108 xopaka, anu y oBoM ciaydajy ce HE paiy O HOUYETHO] cTabu-
. . 8 . . .
au3anuju opbuTa, HErO O YMmeHuIuM na je 3a t < 2-10° mudysuja cnopuja on OHE KOjy

CMO Yy CTalmy Ia MEPUMO.

Pesynrar pauyna koepumujenara madysuje 3a m = 0.03

3a m = 0.03 uspauynara je 21 spemnoct D y unrepsaay ¢ € [0.0002,0.015]. Hymepuurn
IapaMeTpu U pe3yiTaTy natu cy y tabenu 3.3 u Ha ciaukama 3.7 u 3.8. OBze je usamemn-
Tame XUnepOOJMUYKe TadyKe U HEHEe XAaOTUYHE OKOJMHE ca pe3oHaHTHe mapabosie Beh
uspazkenuje (mocuenma KoNoHA Tabene 3.3) m mpucyTHO je 3a cBe BpemHoctu . Csu
roepunujentu nmudysuje 3a m = 0.03 majy BpJio BUCOK KoepunujeHT Kopenanuje oxo 0.9,

Te 0Baj OJIOK pe3yJiaTa MOXKEMO CMATPATU BPJO IIOY3ITAHUM.

Pesynrar pauyna koepunujenara mapysuje 3a m = 0.1

Y Tabenu 3.4 m ma caumkama 3.9 m 3.10 mpurazanu cy pesynaaratu 3a m = 0.1 rme je
n3pauyHato 18 koepunujenara nqudysuje (kKoje MOKEMO CMATPATU IOY3TaHUM) Y UHTED-
Basy ¢ € [0.0006,0.05]. Osme cy mpurazane u gse ’jome’ BPEIHOCTU KOE(UIUjEHATA
mady3uje 3a € = 0.0007 u € = 0.0008 xroje cmo y Tabenu o3HaUYMIN HpBeHOM GojoM. Ko-
epuIMjeHTH Kopejanuje 3a oBe aBe BpenHoctu € cy 0.23292 u 0.35726, mro HaBOIU HA
3aK/bydaK [a JMHEAPHU TPEHI Cpelhe KBaApATHE Pa3JjiMKe NejcTaBa IPAKTUYHO U HUje
npucyras. Crora oBa ABa pesyirara ondaiyjemMo kao Hemoy3nane. Onrosapajyhe ciauke
HaBome Ha mcTu 3akbydak. 3a € = 0.0006 BpemeHa urepanuje Cy pena BEIUYUHE 1010,
Osue je ropemanuja memro Beha 0.54872 ma je pesyarar, MakO HA WUBULIKU TAYHOCTH,
y3eTr y 0o03up. Iludpy3uja je MepeHa u 3a Mame BPEIHOCTU £, aJM YIPKOC jaKO AYTUM
BpPEMEHMMAa uTepanuje Huje nobujen kBaaureraH koepunujent D. 3a m = 0.1 canpixaj
mocienme KoJIoHe y Tabenu 3.4 yka3yje Ha TO Aa je heHOMEH pa3niIaskemnha XUlepoboIndke
CTPYKTYP€ U pe30HaHIle MPUCYTAH 38 CBAKO € 3a Koje pauynamo D. Takobe, Al> ce cman-
jyje 3a Mame €, ajum OBO CMal€He je MOCIeqUNa CY:KaBama PEe30HAHIE Kala € Omala, a

HE IbEHOI OJNCTyNama Ca paBHU S 3a KOje je OArOBOPAaH mapamMerap m.
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Pesynrar pauyHa koedpunumjeHara mudys3uje 3a m = 0.3

Tabena 3.5 u cauke 3.11 u 3.12 npurasyjy HyMepuUdKe IapaMeTpe U BejauduHe S; 1 S 3a
m = 0.3. Mepeno je D 3a 19 Bpemnoctu ¢ y unrepsaxy ¢ = [0.004,0.1]. 36or Gome mpe-
riegHoCTH, Ha caukaMa 3.11 u 3.12 npomensuse S u Sy 3acebuo cy npukasane. Taxobe,
3a ¢ = 0.005 u e = 0.004, oBe mBe BenuuuHe najy (IO jeAHOr pelna BEIUYUHE) PA3IUIUTE
koedurujente nudysuje. Y KOHAUYAH PE3yITAT YBPIITEH je OHAj KOju mMma Behum cremen
rkopenamuje. [Tocmemma Tpu pena y rabenu 3.5 kana je e = {0.003,0.002,0.001} oznauena
UpBEHOM DO0joM [ajy mpuka3 pe3ysaTa, KOju Cy YIPKOC AyroM BpeMeHy mrepaimuje (pena
pesmumae 10'0), ombavenn. Koedumujentn kopenammje mmajy mase spemsoctu: 0.19,
0.16, n 0.45 mTo yKa3zyje Ha OACYCTBO JUHEADHOI TPEHIA, a TUME U MepJpuBe qudysuje
3a oBaj ckyn mapamerapa. IIpomene S; m Sy kana je ¢ = {0.003,0.002,0.001} mare cy na
ciurama 3.13. Ha mome Tpu ciumke jacHO ce pa3a3Haje na JIMHeapHU TPEHI OBIe HIUje

IIPUCYTAaH.

67



Tabena 3.1: m = 0.001

€ N op. urep. FLImin FLImaxr Trrr  correl.

0.0005 1000 3eb 20.26 27.90 leb 0.96249
0.0004 1000 2e7 17.56 25.63 le5 0.99357
0.0003 1000 2e7 15.51 22.17 leb5 0.99486
0.0002 1000 3.5e7 13.51 18.80 le5 0.99642
0.00013 500 3e7 9.72 15.63 le5 0.99076
0.00010 500 2.2e7 10.68 14.38 leb 0.99112
0.00009 500 3e7 72.58 136.58 le6 0.99218
0.00008 300 3e7 71.21 119.86 le6 0.99404
0.00007 300 4.5e7 64.31 92.05 le6  0.99648
0.00006 500 4e7 57.62 88.24 le6  0.99705
0.00005 500 Te7 53.87 78.21 le6 0.99201
0.00004 500 2e8 46.03 69.56 le6 0.99782
0.00003 500 4e8 37.79 59.39 le6 0.99624
0.00002 300 2e9 27.79 40.17 le6 0.76370
0.00001 300 1.4e9 11.19 16.61 le6 0.75454
0.000009 300 2.2e9 10.04 15.11 le6 0.24023
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Tabeaa 3.2: m = 0.01

€ N op. urep. FLImin FLImax Tgprr correl. Al
0.005 1000 3e6 5.88 12.50 le4 0.97355

0.004 500 7e6 54.96 81.08 leb 0.99441

0.003 500 8eb 51.38 71.17  1le5 0.99441

0.002 500 le7 42.34 61.37  1le5 0.99606

0.0015 500 2e7 40.29 54.40 le5 0.98374

0.001 500 2e7 32.07 44.93 les  0.99742

0.0009 300 5e7 31.43 42.52 les  0.99546

0.0008 300 6e7 27.74 40.85 le5 0.99108

0.0007 500 8e7 26.51 37.98 le5 0.98246

0.0006 700 9e7 23.71 35.24 le5 0.99150

0.0005 500 le8 22.35 31.52 les 0.99313

0.0004 500 le8 20.07 32.80 le5 0.98385 -0.00005
0.0003 700 2e8 17.97 32.31 1le5 0.99489 -0.00005
0.0002 500 5e8 14.45 27.47  leb 0.92104 -0.00005
0.0001 500 1.5e9 18.82 44.32 le6 0.96098 -0.00005
0.00009 300 4e9 72.27 95.09 le6 0.98234 -0.0001
0.00008 300 5e9 44.40 75.60 le6 0.88142 -0.0001
0.00007 300 4.5e9 46.71 86.47  1le6 0.94902 -0.00005
0.00006 300 7.5€9 44.82 72.83 le6 0.76317 -0.00005
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Tabena 3.3: m = 0.03

€ N op. urep. FLImin FLImax Tgprr correl. Al
0.015 1000 1.4e6 53.66 137.16 le5 0.96583 -0.001
0.013 1000 4e6 66.92 110.35 le5 0.99743 -0.001
0.01 1000 4e6 63.31 137.62 le5 0.99750 -0.001
0.009 1000 5e6 48.61 154.31 le5 0.99709 -0.001
0.008 1000 5e6 63.69 161.75 le5 0.99673 -0.001
0.007 1000 5e6 63.28 151.25 le5 0.99799 -0.001
0.006 400 5e6 66.98 150.65 le5 0.99616 -0.001
0.005 400 7e6 61.61 140.26 les 0.99724 -0.001
0.004 700 8eb 66.45 128.81 le5 0.99731 -0.001
0.003 700 le7 59.58 108.10 le5 0.99442 -0.001
0.002 500 2e7 53.63 92.53 le5 0.98732 -0.001
0.0013 500 3.5e7 47.87 73.02 le5 0.99162 -0.001
0.001 500 2.5e7 37.93 64.87  1leb 0.94147 -0.001
0.0009 500 4e7 22.43 51.35 le5 0.90730 -0.001
0.0008 500 8e7 29.73 57.70 le5 0.98734 -0.0005
0.0007 400 1.5e8 29.90 55.89 le5 0.98960 -0.0003
0.0006 400 2e8 27.29 49.07  1leb 0.97332 -0.0003
0.0005 500 5e8 21.77 44.68 le5 0.91265 -0.0003
0.0004 300 6e8 20.81 37.74 1leb 0.86412 -0.0003
0.0003 1000 8e8 16.04 31.12 le5 0.99603 -0.0002
0.0002 200 1.2e9 12.07 25.51 le5 0.95622 -0.0001
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Tabena 3.4: m = 0.1

€ N op. urep. FLImin FLImax Trry correl. Al
0.06 1000 1.6e5 19.42 53.61 le4 0.99242 -0.02
0.05 1000 1.6e5 19.42 53.61 led 0.99242 -0.02
0.04 1000 1.2e6 21.50 46.80  led 0.99570 -0.02
0.03 1000 3e6 10.68 37.08 led 0.99652 -0.01
0.02 1000 5e6 14.48 33.89 led 0.99712 -0.01
0.01 1000 5e6 10.03 25.99 led 0.99600 -0.005
0.009 400 8eb 11.16 26.68  led 0.99625 -0.004
0.008 300 le7 10.65 23.21 le4 0.99337 -0.004
0.007 400 1.2e7 7.32 22.07 led 0.99329 -0.004
0.006 300 le7 8.53 20.33  led 0.98680 -0.004
0.005 500 3e7 32.26 123.10  1le5 0.99369 -0.004
0.004 500 Te7 30.49 120.77  1eb5 0.99443 -0.003
0.003 300 3.5e8 37.42 102.32 le5 0.98769 -0.001
0.002 300 5e8 35.52 90.48 le5 0.85824 -0.001
0.0013 300 1e9 31.21 72.02 le5 0.94880 -0.001
0.001 300 1e9 30.30 66.38 leb 0.97622 -0.0005
0.0009 300 3e9 28.54 55.74  le5 0.77282 -0.0005
0.0008 200 4.5e9 24.32 51.70  le5 0.23292 -0.0005
0.0007 150 2e9 23.06 46.16  1leb 0.35726 -0.0004
0.0006 300 1.6e10 17.25 35.49  leb 0.54872 -0.00035
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Tabena 3.5: m = 0.3

€ N  ©p. urep. FLImin FLImaxr Tgprr correl. Al
0.1 700 6e6 14.86 63.60 le4 0.99295 -0.07
0.09 500 le7 12.94 58.23 led 0.99744 -0.05
0.08 500 2e7 12.03 56.48 le4d 0.99674 -0.05
0.07 500 2e7 9.80 55.66 led 0.99748 -0.04
0.06 500 2e7 9.67 44.65 led 0.99743 -0.04
0.05 500 4e7 5.93 25.96 le4 0.98672 -0.017
0.04 500 5e7 4.93 27.85 le4 0.99519 -0.017
0.03 500 Te7 5.22 13.12 led 0.98675 -0.012
0.025 400 8e7 10.87 37.58 le4 0.98635 -0.014
0.02 500 8e7 8.71 32.18 le4 0.97545 -0.012
0.015 500 9e7 6.62 33.93 le4 0.93585 -0.014
0.012 400 1.5e8 6.76 22.36 le4 0.71118 -0.014
0.01 500 3e8 8.17 28.36 le4 0.83688 -0.007
0.009 500 5e8 20.53 167.76 le5 0.87752 -0.005
0.008 500 5e8 36.28 165.70 le5 0.80572 -0.005
0.007 500 9e8 38.51 141.98 le5 0.63629 -0.005
0.006 700 2e9 25.56 150.00 le5 0.53119 -0.005
0.005 400 2e9 23.35 133.05 le5 0.88855 -0.004
0.004 300 4.5e9 26.18 109.67  1leb 0.43263 -0.003
0.003 100 1.520 32.00 97.78 le5 0.19323 -0.002
0.002 200 1.250 26.07 85.07  leb5 0.16701 -0.0012
0.001 200 1.250 14.20 28.65 le5 0.45029 -0.0006
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Caugka 3.7: m = 0.03
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Cnuka 3.13: m = 0.3
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3.6 OmneHa eKCHOHEHIMjaJIHOT M CTemeHor 3akoHa [(¢)

Pesysnrare nobujene y nperxoaEoM HOriaasiby, o0jeauauiiemo y jenan. 3asucHoct D on e
je ekcroHeHNUjagHa, mTo 3HaMo 13 HexopomeribeBe Teopeme u mto je Beh morsphewno y
Hu3y cananux monena ([29], [21], [22], [47]). MebyrnMm, Ham nus HEje Ka TOTBPAUMO €K~
CIIOHEHIMjaJIHY 3aBUCHOCT Koedunujerara amudysuje on €, Beh na neTexTyjeMo npomeny
Te 3aBUCHOCTU Kada m pacte.? Y HyMEPUUKOM CMUCTY, TOTPEOHO je Aa MEeTeKTYjeMo
noseliame nmapaMerapa eKCIOHEHIN]ATHUX GYHKIUja Koje puTyjemo kpo3 Bpennoctu D(e)
3a Behie m. Auu y mamewMm ciydajy, rie BPEAHOCTU € 3a CBaKMU OJIOK pauyHama [ IOKpuU-
BAajy HajBUINE NBA peAa BeJIWJMHE, MOKEMO Ca BEJUKOM M3BECHOHmINY IPETIOCTABUTU O3

OIlEHE OBUX IIapaMeTapa He MOTy OWTH HOBOJLHO MOY3AaHe 3a 030uibaH pesyarar (ciauka

3.14 rope).

3aT0, yMECTO eKCIIOHEHIjalHe, Kpo3 e—D ¢puTyjeMo ABe NIy BUIIE CTENEHUX (YHKIM]a
obmura D(g) = A’(1/¢)B. Ha norapuramckoj ckammu (loge,log D), oBa dpymrnuja he umaru
ob6muk mpase logD = A+ Bloge. IlBe unu Bullle OBUX NIPaBUX, OAroBapaJie OU TAKO3-
BAHOM IIPEJIOMJBEHOM CTEIEHOM 3aKOHY. CMameme €, Kao IITO 3HAMO yCIOpaBa Iu(y3ujy,
mTo ce Ha loge —log D cranu manugecryje nosehamem crenena B kana maeMo Ka HIKIM
BpennoctuMa £. C 063upoM Ia U CTPMOCT JIOIPUHOCHU YCIOPaBamy AU(y3uje, OUeryje
ce na B pacre u ca noBehamem m. Ilnm HaM je ma HyMEPUUYKUM €KCIEPDUMEHTHMAa OBO

OUYEKMNBAKE U IIOTBP OMMO.

Ilobujenn koepunujenTy qudysuje, KA0 U BpeAHOCTU oAroBapajyhux creneHnx ¢yHK-
nuja GUTOBAHUX KPO3 MMOJATKE NPUKA3aHU Cy Ha mowmoj caunu 3.14. Wnyhwu c neBa Ha
IEeCHO, IPBU CKYI moxaTaka onropapa curyanuju kana je m = 0.001. Kpo3 16 nobujenux
spemrocTu D Ha uaTepBaty € = [9-107°% 5.1074] ¢purosame cy mBe cremene dyHKIMje Ko
rojux je Byl =212 u Bl = 4.51. 3a m = 0.01 u 19 woedumujenata mudysuje Ha
e € [6-1075,0.005] ¢purosame cy Tpu ¢pymrmuje ca cremenuma Bl =219 u BY-0 = 3.10
u Bg.m = 4.89. Tpehu ckyn nomaraka omrosapa spenuoctu m = 0.03 rme mmamo 21
roepuimjenT aupysuje Ha uHepBady & € [0.0002,0.015]. Koepuumjentn omrosapajyhmx
crenerux Qynrmuja cy BY03 = 2.01 u B39 = 4.01. 3a m = 0.1 uspauynaro je 18

Bpennoctu D y maTepBaay ¢ € [6-1074,0.05]. Bpeanoctu B osme cy BY'! = 2.55 Byl =

2Koepuunjent mupysuje D moucrosehiyjemo ca HexopormessmseBuM BpeMeHOM CTAGHIHOCTH.
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3.72 u B! = 6.28.

IIpumerumo na xonm ¢yHEHMje yuju je cremeH 6.28 momanu BUIHO OCIUIY]y OKO (u-
roBate nuHuje. OBe ocumiamyje HEIITO Cy OYMIVIEAHKje HA TOpH0j cauuu (3a m = 0.1)
rje ce BUOU OUYEKUBAHA EKCIOHeHIUjaJgHa (yHruuja. Y [24] rme je ymopebusama cra-
ounnoct y obnactuma Doy u D11 OBakBe ocnuialiije cy TOTBpbheHe, aju caMo y CTPMO]
HEKOHBEKCHO] objacTy, OOK y KBa3u KOHBEKCHOM mnoMmeHy Dij, xoedunujentn D mpax-
TUYHO JIe)Ke Ha (UTOBAHO] €KCIOHEHUMjaJHOj] QyHKInju 6e3 Behux oncrynama. Takobe,
3a mojeauHe BpeIHOCTH € ¥ obnactu Dy onrosapajyhu koedpuinujentu mudysuje cy Mamu
on roedurujenara D 3a ucty BpenHoct € y obaactu Dij, OOK 3a HEKe € BaKu OOPHYTO.
OsBakaB pe3yjiTaT oIl HEMa TEOPUjCKY MHTEPIPETANNU]y, AU HAC HABOAU HA 3aKJbYYIaK
na je HexopomesipeBa omena BpeMmena crabuiHocTu yb6el/prBHja Yy KBAa3U-KOHBEKCHOM
nomeny Di1.

W xomaunmo 3a m = 0.3, Mepena je mu¢ysuja 3a 19 BpemHoOCTH € y MHTEPBALY £ =
[0.004,0.1] rme cy ¢uToBame ase cremene Gymrmaje B3 = 2.68 u BY? = 5.18. IpumeTrumo
Ia je M y OBOM CJIy4ajy IPUCYTHA OcIuianuja koepunujerara D oxko ¢puroBaHe (QyHKIUjE
Y OHOM Heily rie je cremeH 5.18, omHOCHO y momeM nerxy kpuBe 3a m = (.3 Ha Topmoj
cauru. Y [24] mokasaHo je ma je aMmiauTyna oBux ocumianuja Behia mro cy BpemHocTu
€ Marmbe.

W3 pesynrara nprkaszaHux Ha caunu 3.14, 3axkmydyjeMo ga cy 3a CBaKO m HobujeHe
epao baucke epednocmu cmenenux Pyrkyuja, Koje ce kpehy y uaTpBady on 2 no 4 unu on
2 nmo 6, mTO maje yTUCAK & 3a CBAKO M BayKe MCTU WU BPJIO CIUYHU CTEIEHU 3aKOHWU,
cynpoTHO ouekuBamuMa. MeDyrum, Tpeba yszeru y o63up na roedpunujeHTr nudysuje
3a CBAKO M IMOKPUBAjy passuvume MHTEPBAJIE Y € KOjU ce moMepajy ka BehmMm BpemHOC-
TMa 3a Belle m, Te pe3yiaTAaTH 3a PA3INUNUTE BPENHOCTU M 3alpPaBO HUCY IUPEKTHO
VIIOPEIbUBL .

JlemuMuuHO TIpeKTaname y BpemHocTuMa € umajy Byl = 2.55 u BY3 = 2.68 onakne
je mpumeraHn Oiasku nopact Beauunre B. Takobe, meanMumuHO mpersamname y € uMajy u
cremeru BY%3 = 2.01, BY! = 3.72 u BY® = 5.18 rze je nopact Bpensoctu B kama m pacte

jom yGemuBuju. Ako OMCMO Ha NpUMep OWIM y NPUIMIU Oa IPOUIMPUMO UHTEPBAJ &

3Pa3or mro cMO OTDAHUYEHM Yy € MHTEPBAJMMA je MCKJbYYUBO HyMEPHUUYKe MPUPOMIE, KAO IITO CMO

BUaeau y IpeTxoqHOM IOrJIaBJby.
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log,o D

logyo D

Cimra 3.14: Ilpura3 nobujenux koepunujeHara nudysuje y obmuky log,,e — log,, D 3a mer pa-
3nnuuTux Bpemaoctu mapamerpa m = {0.001,0.01,0.03,0.1,0.3}. Koedpuumjentu mudysuje cy 3a
CBAKO M O3HAUEHW APYTUM cmMObosoMmM. Ha ropmoj cammm, Kpo3 CBakm CKyn momaTaka (3a CBakKO
¢uckupano m), puTOBaHE Cy €KCIOHeHnujakxHe gpyukmuje. Ha n0omoj cauiu, Kpo3 ucre NOKATKE (u-

TOBaJIX CMO ABE WM TPU CTemeHe pyHEmuje obuuka logioD = A+ Blog,, €, a mopen cBake CTemeHe
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¢yHKIUje, yIucaHa je u oarorapajyha BpenHoCT creneHa B.
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uayhu ka MamuM BpenHocTtuMa kana je m = 0.1 uiau m = 0.3 a TuMe 1 HACTABUMO TPEH
yBehama crenena B mayhum ka MamuMm BpeqHOCTUMA £, OMaM OUCMO y MPUIUIA U 18 UX
ynopenumo Ha Behum muaTtepBanuma. C 063upom na 6m Ha MHTEpPBaJIUMa KOjU MOKPUBAjY
MaJjie BpenHOCTH £ pena Beauwunse 1076 — 107° cremenu B 3a m = 0.1 u m = 0.3 cBaxaxo
owmm sehin on BY! mim BY? xoju Bawe 3a € ~ 1072 amm u ox BY-° BY-001 " BY-01 koju ce
OMIHOCE HA MaH-€ BpemHoCTH £ pena sequanae 1076 —107%, sakmyuyjemo na je ysehame B
3a Behie m mpucyTHUje HEro mro je BUABUBO Ha cauly 3.14, yume je ouexusanu pesyasam

0 efiexkmy cmabuauszayuje cmpmocmu (yeehawe B s3a eehe m) nomephen.

3.7 Pauyn koepunujenara mudysuje D(m) 3a puxkcupane
BPEOHOCTH &

Y Opyrom mesy OBOT MCTPAKMBAKA MEPUMO AMPEKTHO yTHUIA] MapaMeTpa CTPMOCTHU 1M
Ha CTA0MIHOCT nejcTaBa HA PE30HAHNIM, TAKO IITO 33 (UKCUPAHY BPETHOCT IapaMerpa
¢ mocmarpamo ¢yurnujy D(m), upu uemy je Bpenuoct nopemehaja € ¢urcupana. [lon-
aBJ/pAMO OBaj eKcrmepuMeHT 3a maBe Bpenunoctu nmapamerpa €: 0.001, u 0.01. Ouexkyje ce na
U IapaMeTap CTPMOCTHU M KWMa HEKYy KPUTUYHY BPENHOCT M., TAaKBY Oa 3a M > M. YTHU-
aj CTpMOCTU Ha AUHAMUKY mocrtaje oceran. OmnucalieMo Hajupe HauuH Ha KOju Oupamo
IIOYETHE BPEIHOCTU, 3aTUM IIPUKA3ATA MOANDUKAIM]Y Male 1 Ha KPajy, Y HOrJIaBmby 3.7.3

majeMo KOHauaH pesyirar padyra D(m).

3.7.1 W360p mouyeTHUX yCJIOBa

Ila 6ucMo mMasu mOy3xaHy OpoleHy audy3uje Ha pe3oHannu 1 — 1, morpebHO je na
Hajmpe MaskbUBO u3abepeMo mouetHe yciaoBe. [louerna mejcrBa [; OGupamo Tako ma Oymy
u3pasuTo upayuonasna.® Tauruje, GUPaMO UX Y OKOJUHU TAuKe:

T
wy =1 = —— ~ 0.604...
T T 33

4Panmonanna BpeIHOCT mejcTaBa MPEACTABJba MPECEK Ca HEeKOM Apyrom pesomanmom. C 063upoM maa

ce nudys3uja KOjy HIOCMAaTpaMoO OABHUja MCKJbYUYNBO HA pe3oHaHNU 1 — 1, mpecek ca APYyroM pe30HAHIIOM

orBopuo 6m moryhuocT ckperama’ opbura, mTO OM A0 HOrpeImHy BpegHoct D.
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0.02

delta 12

-0.02

-0.04

Cmuga 3.15: Oacryname xunepOoIndke HeCTAOUITHE TAUKE U HeHE XAOTUIHE OKOJIMHE (3KyTa CTPYK-
Typa) oxm pesoHanTHe mapabone Aly 3a Bpemuoctu m y unrepsany m € [0,0.4]. Ilopemehajuu
nmapamerap je € = 0.01. Y manoj OKOIWHUM TaHKE JUHUjE KOja CE€ HPOTEKE KPO3 CPEIUHY KYyTe

CTPYKType u3abpaHu Cy HOUYETHU yCJIOBU 3a padyH KoeduuujeHara mudysuje.

U3 jemuauune pesonanue (3.16) caemu na je Io:

1—+1—4mw;

I = 3.19
2""83 2m ( )
OJaKJIe CJIeqU N4 je BPETHOCT IapaMeTpa 1m OTPaHWYeHa ca:
<L oa3 (3.20)
m < — ~ 0. .
4(4.)1

Kako ce m npubmmrasa rpanmunoj spemuoctu (3.20), To ce mejcTBa NpubImGKABA]Y
IOBOCTPYKO] PE30HAHNM, Tj. TeMeHy mnapabone [ = %, rIe HeMaMoO IPaBy CIUKY
0 muy3Uju.

Ha cannum 3.15 npukasas je jom jenan on ederara crpmoctu. Ha rpumy ozx 1000 x 1000
Tayaka PaBHOMEPHO pacunopebheHux Ha T 1 y KOODAWHATH CJIVKE, PAUYYHATE CY BPETHOCTHU
FLI 3a 10 000 urepamuja, 3a ¢ = 0.01. Ocrane nmpomenmuse cy I} = 7/(3v3), ¢12 =

0, a mapamerap ¢ = 3. 3a CBaKO M KyTa CTPYKTypa IPEICTaB/ba XAOTUUYHY OKOJIIHY

xunepbonnuke Hecradbunue rauke (I, Iz, ) Koja onrosapa pesonannu 1 —1. Koopaurara
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] 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Cuura 3.16: Koopaunare mMmajy mcTo 3HaUeHme Kao Ha caunu 3.15. Y ciayuajy kazxa je € = 0.001
nHTepBal 3a m je Hemro Mamu m € [0.003,0.1], Te pasunaskeme pe3oHaHIe U Hapabole He NOJa3U
no m3paskaja. CBU mMOUYETHUM yCJIOBU 3a Koje padyHamo D sexke Ha npaBoj Iz = I, — 0.0005.

Y Ha caunu npencrasiba pasmuky Aly = I — I,. Kanma je Aly = 0, xunepGonauuka

tauka (I1,,, 2, ) 3ajemHo ca cBOjoM OKOJNUHOM Jexu Ha mapabomu mlI3 — I +I; = 0. Ha
cauny BuAuMO ga ce 3a m < 0.07 skyTa XaoTHUYHA CTPYKTypa Hasuasu y oxonuuu Aly = 0,
auu U ma ce 0BO oxcTymame mosehasa kama m pacre u moctwke Bpexuoctu Aly = 0.01

kana je m = 0.4. Crora moueTHe ycioBe OGUpaMo ucnod pe3oHaHTHE Mapaboiie Ha JIUHU)U

1—+1—4mw;
I, = — e A.

Tanka auaMja KOja ce Ha caunu 3.15 mporexe oy KyTe 00JaCTU O3HAUYABA, 32 CBAKO
m 3a kKoje pauynamo D omrosapajyhy spemmoct A.

Y npyrom 610Ky pauyHama D(m), Bpemsoct € je ¢urcupana ma ¢ = 0.001. Cnura
3.16 mormyHo je amasorua ciaunu 3.15, ¢ Tom pasnukom mTo je € = 0.001. Wurepsan y
kKojeM pauyHamo D cana je 3matHo Mawmu m € [0,0.1], Te eperar 'onmunama’ pe3oHaHIE
on mapabosie Hema Behwu yrunaj va n3bop mouerHux mejcraBa. Cpa moueTHa gejcTBa [o
JeKe Ha IPaBoj

L= 1oV Amer 6005

2m
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Koja je Ha caurnu 3.16 o3HaueHa TAHKOM JUHUJOM HA KYTOj CTPYKTYPH.

3.7.2 TpanchopMmanuja KoopauHATA

IIpe mero mro npehemo Ha HOBHM OJIOK paduyHama KoeduiujeHara mudysuje, IpuMeHnemMo
KaHOHCKY TpaHchopmanujy obuuka (I, I, ¢1,e2) — (J1,J2,%1,%2) unju je cmucao npe-
Mmewmame Hose Koopouname Ji Ha npasay 6pzoz nomepawa 1 = I,. C oG3upoMm ma HAC
3aHmMMa crnopa audysuja ApHOImOBOr THma, 6p3e ocumiaImje cana Cy mapajeiiHe Koop-
muHATU J1, & TUME U IPUKPUBEHE ¥ HauuHy Ha Koju pauyHamo D. OBaj o6auk Tpancop-
Malnuje IpBU IyT je npuMermeH y [4], a kacuuje u y [24]. Tpancpopmanuja KoopauHaTa

he buru obauka:

Jo= I
Jo = L1
Y1 = P11t (3.21)
P2 = —¢1
u mana (3.1) mpenasu y obiuk
Y o= P — Ja+mJE
vy = Yot Ja— i
T = Ji—c¢ sin(y4 + v3) (3.22)

(cos(0] + %) + cos(05) +
. sin(y + 9%) +singy
(cos(0] + %) + cos(05) +

[udy3njy mocMaTpamMo U MEPUMO Ha PE30HAHIN

Jo = mJ?

C TUIM IITO je u3pa3 3a padyH koedpunujenara D Hemro npyraunju. dudysujy onemyjemo
Ka0 Cpellme KBaAPATHO OACTYyIalme AejCTBa Jo Yy OMHOCY HA MOYETHE BPETHOCTU, OTHOCHO
KA0 JIMHEApHU TPEH[ BeJIWYUHe Ne(QUHUCAHE Ca

S ) = J(0)
N

X DJt. (323)
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Bp3e nokanne ocrnunamnuje Ha npasuy Op3e qudysuje, KOje UecTo yMejy Aa IPUryIile mpo-
nec cmope mupysuje ApHOJIIOBOr THUINA, CaNa HUCY HPUCYTHE, jep Cy mapaJiesiHe N€jCTBY
Ji, a muoysnjy mepumo camo u3 Jo. Ocrarak ajaropurMma 3a padyyHame [ HOTHyHO je

aHAJIOTaH OHOM KOjU je ONMCAH y MOTJIaBBY 3.4.

3.7.3 KoepumujenTu D(m)

OBaj exkcuepuMeHT je OKa3a0o Ha KOjU HAYMH BPEMEHa CTAOMIIHOCTH, OJHOCHO KOE(UIU-
jertu D 3aBuce on mapamerpa crpmoctu m. lloHaB/paMo na je oBa Be3a pa3MaTpaHa y
HexopomesmeBom pany u3z 1979. rae je moka3zaHO ma KPUTUYHA BPEIHOCT € 3a KOjy Baske
pesyararu HexopomieBibeBe Teopeme 3ampaBo 3aBucu on kKoedunujenara crpmoctu Cl.
Taxrxobe, morasauno je [46] ma y momeny (3.1) oBM KOepUUMjeHTH 3aBUCe OX MapaMeTpa
crpmoctu Cy ~ m. Ilakige, Kao MTO € MMa HEKY KPUTUYHY BPEIHOCT £) TAKBY nOa Ce
HexopomesmeBa omena o BpeMeHy CTAOMIHOCTH ONHOCH CaMO 3a OHE BPETHOCTHU £ KOje
Cy Mame O OBe KPUTHUYHe, Ouekyje ce ma he je mmaru u Ham napamerap m. VI3Benena
Cy ABa HyMePWUYKa eKCIEePUMEHTA, TAe CMO MOCMATPANN NUPEKTHY 3aBucHOCT D(m) mpu
uemy je mapamerap £ purcupan. OBaj pauyH noHOBJeH je 3a ase Bpemnoctu € = 0.01 u

e =0.001.

Pesynrar 3a ¢ = 0.01

3a 89 paznuuuTUxX BpeIHOCTU mapamerpa m y uaTepBaxy m € [0.015,0.4] pauynamo ko-
epunujente nupysuje y cucremy roopmuuata (Ji,J2, @1, 92), Ha HAUMH KOJU je ONUCAH Y
IPEeTXONHOM IIOryaBby. BpemsocT € je ¢urcupana Ha 0.01. I'opma rpanmna oBor nH-
tepBasa 0.4, onpehena je mpucycTBOM OBOCTPYKE PE30HAHIE, KAO IITO je OOjallmheHo y
mornasmy 3.7.1, Toe je ommcaH M HAUYMH Ha KOjU Cy m3adpaHy MOYeTHU yCIOBU. Koedu-
majerte D pauynamo 3a ckynose ox 300 1o 10° opbuta, a BUXOBY mudy3ujy TOCMATPAMO
y BpeMeHmma koja ce kpehy om 10* mo 10° xopaka mrepamuje. Hobujern KoedurmjeHTn
nupysuje IpuKazaHu cy Ha ropmoj caunu 3.17. Ilpumernmo ma ce 3a m < 0.1 (Bpenso-
cru Behie on 1 Ha = koomuHaTy) KoepuuujenTy D ckopo He Memajy. Hbuxose BpenHoCTH
kpehy ce oxo 10710, omHOCHO mapaMeTap m y OBOM HHTEpBAaJy IPAKTHYHO U HE YTUUE

Ha Op3uny mudysuje.
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Cuura 3.17: Koedpunujerntu D kao ¢ysrmmja napamerpa m 3a ¢uxcupano € = 0.01 HA ropmoj

caum u 3a € = 0.001 ma momoj caunu. [Ipumehyjemo y6emmus nan spenaoctu D 3a m > 0.1 ranga

je € = 0.01 u 3a m > 0.03 kana je € = 0.001. Ob6e cauke mare Cy y JIOrapUTAMCKUM CKAJIaMa, a

onroeapajyhu HyMepuUKM MapaMeTPU Kao IITO Cy BPEMEHa uTepamnuje u Opoj MOUYeTHUX IejCTaBa

3a Koje pauyHaMmo D IpuKazaHU Cy y TOPHEM TEeCHOM YTy CIIUKE.
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Jacan mpesna3s y HOoBu pexkuM nemasa ce kana je m > 0.1 (BpemmocTu mMame ox 1 Ha
2 xoomuuatu). [Ipumerumo na ce Bpemnoctu D Memajy 3a CKOPO IET PEIOBa BEJIUUUHE,
IOK Ce MPOMEHJBUBA 1M MPOMEHWIIA MAke OJ JEAHOr Pela BEJIUYMHE, T€ 3aKbYUyjeMo aa
npomena D(m) 3a m > 0.1 mocraje yOembuBO €KCIOHEHNN]AJHA. BPEIHOCT €KCIOHEHTa
oBe (DYHKLMje HUje OlemeHa 300I YMHEHUIE Ia je MHTEPBAJ Y M HEIOBOJLHO BEJIMKU 33

HBErOBY IOY3aHY OIEHY.

Pesynrar 3a ¢ = 0.001

3a 170 pazmuuntux BpemHocTu napamerpa m y umaTepsatay m € [0.003,0.1] uzpauynaru
cy roepunujentu D. Bpensoctu nmapamerpa nmopemehaja ¢uxcupane cy Ha € = 0.001.
OsBne cMO orpanuyenu y m, He 3060r 6Ju3uHEe IBOCTPYKE pEe30HaHIEe, Hero 360r CIOpOCTHU
mupysuje Koja je 3a m > 0.1 ckopo Ha rpaHUNU MepJBUBOCTU. DBpoj modyeTHHMX ycIoBa
kpehe ce 01100 no 10°, a Bpemena nreparmmje ox 10°—10° kopaka. Pesynrar oBor pauyna
npuUKa3aH je Ha Jomoj cauru 3.17. Y oBae mpumehyjemMo Bpao cauvHO moHamame D Kao
Ha ropwoj cauiu kazna je € = 0.01. Kana je m mame on 0.03 koepunujentu D cy xBasu-
koHCTaHTHHU, Kpehy ce mameby 10712 — 10713, Jacny mpomeny y Bpeamoctuma D Buammo

3a m > 0.03, ogHOCHO BpeAHOCTHMA MamuUM On 1.5 Ha T KOODIAWHATHU NOH€e ciauke 3.17.

ITonynapuocT cremenux 3akoHa D(e)

IIpekmonumo nu omrosapajyhom Tpamcmamujom nse mobujene xpuse D(m) 3a ¢ = 0.01
(tj. kpuBy Ha ciaunm 3.17 rope) m D(m) 3a ¢ = 0.001 (kpusa Ha caumm 3.17 mouse), mobu-
jaMO CKOPO HOTHYHY HOAYyIAPHOCT OBUX ABejy ¢yurmuja (cauka 3.18). 3esena aunuja
npoBydYeHa je Kpo3 noxatke Dy o1(m), a upua kpo3 Do oo1(m), npu yemy je 3eseHa JIUHU]A
TpancaaTopHo nomepera 3a 0.59 no x koopaunaty u 3a 2.15 ny:x y koopamHate. Y [46]
paudyH roepunujeHara nudysuje IOHOBJbEH je U 3a Tpehy (PurcupaHy BpeIHOCT mapame-
tpa nopemehaja, 3a € = 0.0001. Vcnocrasuio ce, na ce u tpeha kpusBa, TpoByJYeHA KPO3
Dy .0001(™M), CKOPO y TOTIHYHOCTH TpeEKJana ca ABeMa KpuBaMa Ha cuaunu 3.18.

Ilaxne, 3aBucHOCT Op3uHe qudy3uje 04 NHTEH3UTETA CTPMOCTH je V M3BECHOM CMUCILY
HE3aBUCHA OJX BpeaHoCTu mopemehnajHOr mapamerpa, IMTO HAC HABOAU HA 3aKBydaK Oa

CMPMOCTL HE YMUYE FHAUATHO MG CMAOUAUZGYUTY Y UHMEPBAAUMA 20€ je HeN UNMENIUMEem
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Cuura 3.18: Oarosapajyhom TpaHCIaujoM IPERIONMIN CMO ABEe KpUBe IPOBydYeHe Kpo3 D 3a € =
0.01 u D 3ae = 0.001. lobujena cianka ykasyje Ha TO Ja IPpOMEHa KoedunujerTa Jupy3suje y 0THOCY
Ha mapamerap m, D(m) mMa ucTtu Kapakrep 3a 00e BPEAHCOTU €, Te 3aKDydyjeMO Aa je yTHUIaj
napaMerpa CTPMOCTU Ha CTAOUIIHOCT aKIVja HE3aBUCAH O] IapaMeTpa €, U A& y U3BECHOM CMUCIY
“Ma OIIITY KapakTep. AHAIUTAUKO O0jallbehe OBAKBOI De3yJTara HUje TPUBUjaJaH 3a0aTak U

3aXTeBa HOBU IIPUCTYII JOKa3y HexopomeBJLeBe TEeopeMe.

mawu. Mehymum, nocae nexe xpumuune epedrocmu (M), ymuyaj cmpmocmu Ha cmabu-
AUZAGYUFY O0€jCA8a UM NPAKMUNHO excnonenyujaran Kapaxmep.  llomymapHOCT KpUBUX
KOjy Buaumo Ha caunu 3.18 muje 6maa ouexkmBana. Hbeno teopujcko objammeme HE TOC-
TOjU, & CBAKAKO OTBapa MOTYyNHOCT HEKOM OyaylieM MCTpa:KMBavYKOM 3a0aTKY, Yuju he
pesynar GanuTH HOBO CBETJIO Ha 3Hauaj HexopomesBimeBe TeopeMe U HEHE e€BEHTYAaJIHEe

IpUMEHE Ha AVMHAMUKY DEaJIHUX CUCTEMA.

94



3akJsbydaK

Wcnuran je momesn mpocTopa maT y OOJUKY YETBOPOAMMEH3UOHE CTPME CUMILIEKTUYKE
Malle ca IUJBEM na Ce IMOTBPIEe CTabMIm3anuoHy epeKTu cTpMocTH y ckiaany ca Hexopo-

II€B/JLEBOM TE€OPEMOM.

AHAaTUTUYKUM TyTEeM UCIUTAH je MOMEH IeJIOT MPOCTopa mejcrtaBa u oxpebeme cy
OHe 00JIACTU ¥ KOjuUMa je CMCTEM KOHBEKCAaH, KBa3U-KOHBEKCAH WU 33I0BOJHABA 3-CTPYja
ycaoB. lIleo mpocrop je mammpan nmomohy Op3or mammraropa JbamyroBa, uume je me-
TEKTOBaHa CTPYKTypa ApHosmose Mpeske. Ynopehyjyhu cTpMy HEKOHBEKCHY U CTPMY
KBA3U-KOHBEKCHY O0JaCT, 3aK/MHYYUIUM CMO Oa je CUCTEM CTADUIHUjU y CTPMOj KBA3U-
KOHBEKCHO] obusactu, unMme je nmorBpbherna HexopomesmeBa mperoctaBka o Behoj cradbui-
HOCTHU KBa3W-KOHBEKCHUX ¢QyHKNUja. Ha pe3onanmu 1-1 mepeHa je mpoMeHa CTaOUIHOCTHU
mejcraBa 3a pasjauuure ycioBe nopemehaja u pasnuuure uarendurere crpmoctu. OTexka-
Bajyhia OKOJIHOCT y OBOM MCTPaKUBAaKy Ouia je n3paszura cnopoct ApHounose nudysuje,
KOja 3aXTeBa jaKO AYyra pPadyHCKA BpeMeHa, 300T Koje je uecTo pesyJsraT OMO Ha WBUIU
rTagnoctu. V3 Tor passora, TauHa ONEHA BPEAHOCTU EKCIOHEHUjaJHOr 3akoHa D(g) y
IPBUX [T €KCIIEpUMEHAaTa Huje naTa. Pe3ynrar mmaxk HaBOAW HA 3aKbydaK O IPUPOIU
IPOMEHe CHUCTEMAa Tj. O HEroBOM YyCIOPEHY IPOY3POKOBAHMM IOBehameM CTPMOCTH.
Osze je mehyrtum oTkpuseno na ¢pyuruuja D(e) HA M3BECTAH HAUUH OCUHUIYj€ OKO MpE.-
BuDEHUX BPENHOCTH, HITO je HOB U HEOUEKUBAH PE3yJTAaT KOjU jOII yBEK HeMa TEOPUjCKO
objammeme. Y OPYIroM Oely HYMEPHUYKOX EeKCIEePpUMEHTa O Iudy3uju, MepeHa je 3aB-
ncnoct D(m) 3a ¢urcupane Bpennoctu nopemehaja e. Ilokazano je ma ce Apromnosa
Mpeska Apyravuje 'moHama’ ca noBehameM MHTEH3UTETa CTPMOCTU. Y M300PY MOYETHUX
BPEIHOCTU, AETEKTOBAHO je OJaro oaMuilame pe30HAHIe ca pe30HaHTHe mapaboie 3a
Behe unTensurere crpmoctu. Pesyaratu pauyna D(m) mokasanu ¢y ABOjaKO TOHAIIAHE.
3a Mame BpeAHOCTU M, Op3uHa audy3uje He 3aBUCHU O M, NOK Y jeTHOM TPEHYTKY, OCIe
HEKe KPUTUYHE BPETHOCTU M., Ta 3aBUCHOCT IIOCTAaje eKCIOoHeHNujadHa. Vlcta mpupona
oBe (DYHKIUje NEeTEeKTOBaHA je y IOBa Pa3jIMUMTa €KCIEePUMEHTa 3a ABe (QUKCUpaHe BPel-
Hoctu €. IlltaBume, ncnocrasuio ce ma y oba ciaydaja mpomena D(m) mMa UIEHTAYHO
[IOHAIIAKkEe, NITO HABOAM Ha 3aK/BydaK Aa YTUIA] MapaMeTpa CTPMOCTUA HA CTAOMIIHOCT

IejcTaBa y M3BECHOM CMUCIY MMa ONIITA KapaKTep, He3aBUCAH OJ OCTAJIVX IapaMeTrapa
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y cucremy. JlerasmHuje aHANIUTUUYKO OOjallheme OBOL IOCJENEl PE3yJiTaTa CBAKaKO je

jeman on 6ynyhux 3amaraka y mHTeprperanuju HexopomesmeBe Teopeme.
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